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Streszczenie

Twierdzenie Cauchy’ego - jedno z kilku twierdzen o wartosci sredniej w ra-
chunku rézniczkowym. Ma ono wazne zastosowania teoretyczne. Pozwala miedzy
innymi oszacowaé¢ blad we wzorze Taylora oraz uzasadnié¢ regute de 1’Hospitala.
Twierdzenie Cauchy’ego jest uogdlnieniem twierdzenia Lagrange’a.

1. Tresé twierdzenia

Ponizsza tre$¢ twierdzenia zostata podana w oparciu o [1].

Twierdzenie 1.1 (Twierdzenie Cauchy’ego). Jezeli dane funkcje f i g sq:

— ciggle w przedziale domknietym |a, b],
— rézniczkowalne w przedziale (a,b),

to istnieje punkt ¢ nalezgcy do przedzialu (a,b) taki, Ze:

g () [f(b) = fa)] = f'(c) [9(b) — g(a)]

2. Dowdd twierdzenia

Dow6d twierdzenia 3.1 zostanie przeprowadzony na podstawie pracy [2].
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Dowod opiera si¢ na rozpatrzeniu dwoch przypadkow:

1.

g(a) = g(b)

WprowadZzmy oznaczenia:
L=yg(c)[f(b) — f(a)]
P = f(c)[g(b) — g(a)]

W tym przypadku oczywiscie P = 0. Ponadto korzystajac z twierdzenia Rolle’a:

E]cE(GL,b)g,(C) =0
Wiec dla powyzszego ¢ mamy L = 0. Konczy to dowdd tego przypadku, gdyz
istnieje ¢ € (a,b) takie, ze L =0= P.
g(a) # g(b)
Zdefiniujmy teraz:

)~ 1)

g9(b) — g(a)
Niech funkcja ¢ : [a,b] — R bedzie okreslona wzorem:
o(z) = f(b) — f(x) — I[(g(b) — g(x)]

Wykazemy, ze funkcja ¢ spelnia zatozenia twierdzenia Rolle’a. Istotnie:

ola) = £~ 160 = (LD L) a0 - gta) =0
olt) = 10) - 10— (L= a10) - g0y =0
Wobec powyzszego spelnione jest zalozenie ¢(a) = ¢(b). Na mocy twierdzenia

Rolle’a:
Elce(aﬁ)gb,(c) =0

Zauwazmy, ze:

¢'(x) = —f'(z) + 1g'(z)
Biorac pod uwage, ze ¢'(z) = 0 otrzymujemy:
¢'(c) = —f'(c) +1d'(c)
f'(c) =14'(c)
f'(e) =14(c)
: fb) = fla)\ ,
ro=(Ho =1 s

Konczy to dowod twierdzenia.



3. Wniosek

Ponizszy wniosek wynika wprost z twierdzenia 3.1 podanego w rozdziale 1, a udo-
wodnionego w rozdziale 2.

Whniosek 3.1 (Twierdzenie Cauchy’ego). Jezeli dane funkcje f i g sq:

— ciggle w przedziale domknietym |a, b],
— rézniczkowalne w przedziale (a,b),
— ¢'(z) # 0 dla pewnego x € (a,b)

to istnieje punkt ¢ nalezgcy do przedziatu (a,b) taki, Ze:
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