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Zadanie 1

Zadanie 1

Niech n € N, n > 1, bedzie dowolng liczba naturalng. Wéwczas:
a) nwd(n,n+3)=n

b) nwd(n,n+3)=3

c) nwd(n,n+3) =1
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Zadanie 1

Liczbe d nazywamy najwiekszym wspélnym dzielnikiem a, b € 7, jesli:

o d jest wspélnym dzielnikiem:
dland|b

o d jest najwieksze:

Ve {C|a — c|d
clb

Oznaczamy nwd(a, b) lub (a, b).
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Probujemy znalez¢ kontrprzykfady.
Niech n = 2, wtedy:
nwd(2,5) =1

1 # n, odpowiedz a: Nie. 1 # 3, odpowiedz b: Nie.

Niech n = 3, wtedy:
nwd(3,6) =3 #1

Odpowiedz c: Nie.

Jacek Michatowski, Piotr Latanowicz () Algebra dla informatykéw 15 kwietnia 2014



Zadanie 2

Zadanie 2

Niech m bedzie liczba naturalng taka, ze m|b i m|a + b, gdzie a, b € Z.
Wéwczas:

a) m|ab
b) m|a
c) mlax + by
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Niech a,b € Z,a # 0. Méwimy ze a jest dzielnikiem b (b jest podzielne
przez a), wtedy i tylko wtedy gdy istnieje ¢ € Z, ze b = ac. Oznaczamy
a|b.

Na podstawie definicji podzielnosci istnieja takie p, g € Z, ze:

m|b b =mp
=
mla+ b a+b =mgq

at+mp = mq
a = mgqg—mp
a = m(qg—p)

Zatem m|a. Odpowiedz b: Tak.
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ab = m(q—p)mp
= m*(q—p)

Czyli m|ab. Odpowiedz a: Tak.

ax+by = m(q—p)x+ mpy
= m((q—p)x+py)

Wiec m|ax + by. Odpowiedz c: Tak.
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Zadanie 3

Réwnanie 45x — 69y = 24
a) nie ma rozwiazan catkowitych

b) ma doktadnie jedno rozwiazanie catkowite

c) ma nieskonczenie wiele rozwigzan catkowitych
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Jacek Michatowski, Piotr Latanowicz ()

Zadanie 3

Twierdzenie

Réwnanie ax + by = ¢, a, b, ¢ € Z ma rozwiazanie x,y € Z wtedy i tylko
wtedy gdy nwd(a, b)|c. Wszystkie rozwigzania w Z dane sa wzorami:

X =X+ by, y =yo— ait

gdzie t € Z, a1 = 3, by = 5, d = nwd(a, b).

45x — 69y = 24 /:3
15x — 23y = 8

Jest to réwnanie diofantyczne. Warunkiem istnienia rozwigzania
jest nwd(15, —23)|8. Poniewaz 1|8, réwnanie ma rozwiazania i jest ich
nieskonczenie wiele. Odpowiedzi: a: Nie, b: Nie, c: Tak.
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Zadanie 4

Zadanie 4
Niech ¢ : N — N oznacza funkcje Eulera. Wéwczas:

a) ¢(315) = (45)¢(7)
b) ¢(315) = ¢(15)p(21)
c) ¢(315) = ¢(9)»(35)
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Funkcje arytmetyczna (czyli N — N) f nazywamy multiplikatywna gdy:

{f(l) =1
f(mn) = f(m)f(n) Ymnnwd(m,n)=1

Przyktadem funkcji multiplikatywnej jest funkcja ¢ Eulera. Wyraza liczbe
liczb wzglednie pierwszych i nie wiekszych od dane;j.

Twierdzenie

a1 Q2

Dla dowolnego n € N, n = p{"*p3? ... p.*, aj > 1, pj sa liczbami

pierwszymi, mamy:
k
1
o(n) = nH (1 - —.)
is1 Pi
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©(315) = (3%5'71)
= 315(1-3)(1-3)(1 - 7)

— 2463
= 315-357
= 144
) 24 _ 6
0(45)p(7) = (3251 )p(7) = 45 - e 7o - 144
b:
24 26
©(15)(21) = (3'51)p(3171) = 15 - 352537 =96 144
C.

2 46
#(9)2(35) = ¢(37)p(5'7) = 9- 5 -35- = = 144

Odpowiedzi: a: Tak, b: Nie, c: Tak.
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Zadanie 5

Zadanie 5

Dana jest kongruencja liniowa: 4x = 5(mod 13). Woéwczas:
a) liczba x = 24 jest jej rozwigzaniem.

b) kazde dwa rozwiazania réznia sie o wielokrotnos¢ modutu.

c) klasa reszt [11],5 wyczerpuje zbiér wszystkich rozwiazan kongruencji.
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Niech a, b € Z, n € N. Méwimy, ze a przystaje do b modulo n jesli n, dzieli
a—b:

a= b(mod n) & nla—b

Taka relacje nazywamy kongruencja.

Wtasnosci kongruencji

a= b(mod n) N atc=b=+d(mod n)
¢ = d(mod n) ac = bd (mod n)

n
se=be(modn) o a=b(med )

Kongruencje mozna wiec dodawa¢ i mnozy¢ stronami oraz dzieli¢ przez ¢
oile nwd(n, c) = 1.
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4x = 5 (mod 13)
(442-13)x = 5 (mod13)
30x = 5 (mod 13)

6x = 1 (mod 13)

Elementem odwrotnym do 6 w Z;3 jest 11, zatem:
x =11 (mod 13)

Odp c: Tak. Relacja kongruencji dzieli Z na roztaczne niepuste klasy
abstrakgji. Elementy kazdego z niej r6znia sie o wielokrotnosé¢ modutu
(Odp b: Tak), zatem 11 4 13 = 24 € [11];5 (Odp a: Tak).
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Zadanie 6

Zadanie 6

Reszta z dzielenia liczby a = 852 przez 13 jest réwna.
a) 5

b) 8

c) 12
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Twierdzenie Eulera
Jezelia€ Z, n € N, nwd(a,n) =1, to

a?(") = 1 (mod n)

Nalezy rozwigza¢ kongruencje:

x = 8%2 (mod 13)

x = 2188 (mod 13)
Z twierdzenia Eulera wiemy, ze:

1 = 2¢(3) =212 (mod 13)
Z powyzszego oraz z ¢(n) okresowosci potegowania modulo n mamy:
x = 2180 = 2121546 — 96 — 4. 13 1 12 = 12 (mod 13)

Odpowiedzi: a: Nie, b: Nie, c: Tak
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Zadanie 7

Zadanie 7
Niech d = 45 € Zgs. Wéwczas:

a) d jest elementem odwracalnym w pierscieniu Zgg
b) d jest dzielnikiem zera w pierscieniu Zgg
c) —d=19
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Definicja

Dla danej liczby catkowitej a takiej, ze nwd(a, n) = 1 okreslamy element
odwrotny do a modulo n jako kazde rozwiazanie ax = 1 (mod n).

v

Niech P to pierscien przemienny z jedynka. Element a € P\ {0} nazywamy
dzielnikiem zera gdy istnieje b € P\ {0} takie ze a- b= 0.

Element a € P nazywamy odwracalnym gdy istnieje c € P ze a- ¢ = 1.

v

Twierdzenie

W pierscieniu skonczonym z jedynka kazdy element a # 0 jest albo
dzielnikiem zera albo elementem odwracalnym.
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Poniewaz nwd(45,64) = 1 wiec kongruencja 45x = 1 (mod 64) ma
rozwigzanie, zatem 45 posiada element odwrotny. Odp. a: Tak.

Skoro 45 jest odwracalne to nie jest dzielnikiem zera. Odp. b: Nie.

—d to element przeciwny do elementu d. To znaczy, ze
d + (—d) =0(mod 64). Stad —d = 19, a zatem odpowiedz c: Tak.
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Zadanie 8

Zadanie 8

Dany nizej zbiér jest podgrupa grupy Zog
a) {0,4,7,11}

b) {0,7,14,21}

c) {0,6,12,18,24}

Zaktadamy, ze chodzi o grupe (Zgs, +).
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Niech (G, ) to grupa, H C G, H # @. H to podgrupa grupy G jesli dla
dowolnych elementéw a, b € H zachodzi ab~! € H. Oznaczenie H < G.

Nastepujace warunki sa réwnowazne:
e H< G
o HC G oraz

’ (H’ /H)

v abe H
2beH ) gp1 eH
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Podgrupa to zbiér elementéw danej grupy, ktéry sam tworzy grupe z
dziataniem grupy wyjsciowej a takze zawiera jej element neutralny. Liczba
elementéw podgrupy musi by¢ dzielnikiem liczby wszystkich elementéw
grupy. Ponadto dla kazdej pary elementéw podgrupy H musi zachodzi¢
ab € H. Podgrupa moze mie¢ w tym przypadku 1, 2, 4, 7, 14 lub 28
elementéw.

a. W tej podgrupie s3 4 elementy, ale nie zachodzi warunek, ze ab € H, bo
na przykfad 11 + 7 = 18, a tego elementu nie ma w tej podgrupie, stad
odpowiedz: Nie.

c. W tej podgrupie jest 5 elementéw, czyli rozpatrywanie tego przypadku
nie ma w ogodle sensu. Odpowiedz: Nie.
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b. Aby sprawdzi¢ czy {0,7,14,21} jest podgrupa sprawdzamy warunek
Vabefo,7,1421) @ — b € {0,7,14,21}

a—b|-0=0 -7=21 -14=14 -21=7

0 0 21 14 7
7 7 0 21 14
14 14 7 0 21
21 21 14 7 0

Wida¢ teraz, ze dla kazdego a, b zachodzi a — b € H. Zatem jest to
podgrupa. Odpowiedz b: Tak.
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Zadanie 9

Zadanie 9

Jadrem homomorfizmu f : Z1» — Z12 okreslonego wzorem f(a) = 3a jest
zbiér

a) {0,4}
b) {0,4,8}
c) {0,2,4,6,8,10}
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Homomorfizmem grup (G, ®) i (H,*) nazywamy takie f : G — H, ze:
Vabec f(a® b) = f(a) x f(b)

Jadrem homomorfizmu f : G — H nazywamy zbiér elementéw G
zmapowanych na element neutralny H.

kerf ={a€ G:f(a)=en}
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Trzeba obliczyé réwnanie w Z15:

f(a)=0
3a=0
ae{0,4,8}

Stad tylko odpowiedz b Tak.
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Zadanie 10

Zadanie 10
Permutacja
(1 2 3 456 cs
=45 26 31 £
Wéwczas:

a) a jest permutacja parzysta
b) a jest cyklem

c) rza=3
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Zadanie 10

Permutacje f € S, nazywamy cyklem rzedu k < n, gdy istnieje podzbiér
I ={ii,ia, ..., ik} zbioru J ={1,2,..., n}, taki ze:

(f(i)) = i

f(ir) =i

f(ix) =h
LfU)=J Vjen

v

Twierdzenie

Kazda permutacja f € S, jest cyklem albo ztozeniem cykli roztacznych
(cykle (i1, ..., k) i (j1,---,Js) sa roztaczne jesli
{ila"'aik}m{jla"w.js} = Q)
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Zadanie 10

Twierdzenie

Jesli w pewnym rozktadzie permutacji f € S, na iloczyn transpozycji liczba
transpozycji jest parzysta (nieparzysta) to w kazdym innym rozktadzie f
liczba transpozycji jest réwniez parzysta (nieparzysta).

a. Rozktadamy a na transpozycje:

_(123456

45 2 6 3 1):(1,4,6)0(2,5,3):(176)0(1,4)0(2,3)0(275)

a jest parzysta. Odpowiedz a: Tak.

b. Permutacja rozktada sie na dwa roztgczne cykle wiec nie jest cyklem.
Odpowiedz b: Nie.

c. Rzad elementu a to najmniejsza liczba naturalna n taka ze 3" = e. W naszym
przypadku n = 3 (odpowiedz c: Tak):

1 23456\° (123456
45263 1) \123456
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Zadanie 11

Zadanie 11

W ciele Z3 [X]/(x2 +1)° gdzie | = (x?> + 1) oznacza ideat generowany
przez wielomian f(x) = x2 + 1, zachodzi réwnos¢:

a) [x+ 17t =[2x+2]

b) [x+1]7" = [x + 2]

c) —[x+1]=[2x+2]
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Zadanie 11

Niech (P, +,-) bedzie pierscieniem przemiennym i niech / C P bedzie
ideatem pierscienia P. Méwimy, ze a, b € P przystaja modulo ideat |, gdy
a— b € | co zapisujemy:

a=;b lub a=b(mod/)

Klasy abstrakcji relacji =) nazywamy warstwami, a zbiér wszystkich klas

abstrakgji oznaczamy P i nazywamy zbiorem ilorazowym.

/
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Zadanie 11

Twierdzenie

Zbior P// z dziataniami dodawania i mnozenia warstw okreslonymi:

[a]l @[] =[a+b],  [a]O[b] =][a-b]

jest pierscieniem. Nazywamy go pierScieniem ilorazowym pierscienia P
przez ideat /. Zerem pierscienia jest [0] =0+ / = /.

Obliczamy z definicji operacji na warstwach:
[x 4+ 1][2x + 2] = [2x? + 4x + 2] = [x] # [1]

[x + 1][x + 2] = [x* + 3x + 2] = [1]

—[x+1]=[-(x+1)] =[2x+ 2]
Zatem odpowiedz a: Nie, b: Tak, c: Tak.
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Zadanie 12

Zadanie 12

Niech a =7 € $(18). Woéwczas:

a) rza=3

b) rza=06

c) H=1{1,7,13} jest podgrupa grupy ®(18)
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Zadanie 12

Niech a € G. jesli 3,en @" = e to najmniejsza z tych liczb nazywamy
rzedem elementu a i oznaczamy rza.

Twierdzenie
Niech rza < co. Wtedy zbiér:

H={aa',a ... a1}

jest podgrupa G i |H| = rza.
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Zadanie 12

®(18) = {1,5,7,11,13,17}

Pare slajdéw temu ustalilismy, ze liczba elementéw podgrupy jest podzielna
przez liczbe elementéw grupy. Z rzedami jest tak samo, dlatego bedziemy
sprawdzac¢ tylko potege 1, 2, 3 i 6 siédemki:

T=7+#1
77=13#1
=1

Zatem 3 jest rzedem 7. Odpowiedzi a: Tak, b: Nie. Szczesliwym zbiegiem
okolicznosci z elementu a = 7 wygenerowalismy podgrupe z punktu ¢, a
kazda podgrupa wygenerowana przez element nalezacy do ®(18) jest
podgrupa $(18), stad odpowiedz c: Tak.
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Zadanie 13

Zadanie 13

W ciele Z»3 zachodzi réwno$é:
a) —11=12

b) 571 =13

c) 107t =7
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Zadanie 13

a. Szukamy elementu przeciwnego do 11 w Zs3. Czyli
114 x = 0(mod 23)

x =12 (mod 23)

odpowiedz a: Tak.
b. Poniewaz 5-13 = 19 # 1 (mod 23), wiec odpowiedz b: Nie.
c. Poniewaz 10 -7 = 1 (mod 23), zatem odpowiedz c: Tak.
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Zadanie 14

Zadanie 14

Uzytkownik systemu RSA podat klucz publiczny K = (n, e) = (55, 7).
Woéwczas klucz deszyfrujacy ma postac:

a) Kp = (55,48)
b) Kp = (40,7)
) Kp = (55,23)
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Zadanie 14

Algorytm RSA
1

) Wybieramy losowo dwie liczby pierwsze p i g.
2) n=pq.

3) Losujemy liczbe nieparzysta e taka ze nwd(e, ¢(n)) = 1.
4) Udostepniamy klucz K = (n, e).

5) Kp = (n,d), gdzie

ed = 1(mod ¢(n))

6) Szyfrowanie wiadomosci M:
C = f(M) = M® (mod n)

7) Deszyfrowanie szyfrogramu C:

M = f71(C) = €9 (mod n)
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Zadanie 14

Pierwsza czescig klucza RSA zawsze bedzie n. Wiemy, ze:
d = e ! (mod (n))

Poniewaz 1 1
©(55) = 55(1 — g)(l — ﬁ) =40

zatem szukamy elementu odwrotnego do 7 (mod 40). Skoro
7 - 48 = 336 = 36 (mod 40)

odpowiedz a: Nie. Odpowiedz b w ogéle nie ma sensu - Nie.

W ¢ mamy
7-23 =161 = 1(mod 40)

czyli 23 jest elementem odwrotnym do 7 (mod 40), stad odpowiedz ¢ Tak.
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Zadanie 15

Zadanie 15

Niech | = (2x? + 1) bedzie ideatem gtéwnym. Wéwczas:
a) [ jest ideatem maksymalnym w pierscieniu Z3 [x]

b) I jest ideatem maksymalnym w pierscieniu Z; [x]

c) I jest ideatem pierwszym w pierscieniu Z; [x]
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Zadanie 15

Ideat | pierscienia przemiennego z jedynka P nazywamy ideaftem pierwszym
gdy:

o/ #£P

© Vopcpabel=aclvbel

Ideat | pierscienia przemiennego z jedynka P nazywamy ideatem
maksymalnym gdy:

o /| #£P

oVyplCJd=J=IVI=P
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Zadanie 15

a. Aby udowodni¢, ze | = (2x2 + 1) jest ideatem maksymalnym w Z3|x]
nalezy pokaza¢, ze f = 2x? 4 1 jest nierozktadalny.

Elementy odwracalne pierscienia Z3[x] to U = {1,2}. f jest rozktadalne o
ile da sie znalez¢ takie g, h € U, ze f = gh. Zatem degg,degh > 1.

Z twierdzenia Bézouta wiemy, ze f posiada pierwiastki o ile
Jdeezs f(c) = 0. Istotnie £(1) = 0. Stad f jest rozktadalny:

f=2x+1=(x—1)(2x+2) = (x +2)(2x +2)

I nie jest masksymalny w Z3[x]. Odpowiedz a: Nie.
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Zadanie 15

Podobnie dowodzimy, ze 2x2 + 1 jest nierozktadalny w Zs[x].

Pierscien Zy[x| posiada jeden element odwracalny U = {1}. Tym razem
nie da sie znalez¢ takich wielomianéw g, h & U, ze f = gh. Musiatyby mie¢
stopien 0 i nie naleze¢ do U. Jedyna mozliwos¢ to g =01 h =0, ale
gh#f.

Zatem | musi by¢ maksymalny w Zy[x]. Odpowiedz b: Tak.

Kazdy ideat maksymalny jest pierwszy, stad odpowiedz c: Tak.
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Koniec

Dziekujemy za uwage

Jacek Michatowski, Piotr Latanowicz () Algebra dla informatykéw 15 kwietnia 2014 46 / 46



	Zadanie 1
	Zadanie 2
	Zadanie 3
	Zadanie 4
	Zadanie 5
	Zadanie 6
	Zadanie 7
	Zadanie 8
	Zadanie 9
	Zadanie 10
	Zadanie 11
	Zadanie 12
	Zadanie 13
	Zadanie 14
	Zadanie 15
	Koniec

