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Obiekty de Bruijna (i ale B,“”.j.”‘:

Graf de Bruijna

Definicja (Graf skierowany)

Grafem skierowanym (digrafem) D nazywamy pare D = (V,E),
gdzie V jest niepustym zbiorem wierzchotkéw grafu, a E pewnym
zbiorem uporzadkowanych par tych wierzchotkéw, nazywanym zbio-
rem krawedzi skierowanych (lub zbiorem tukéw) grafu D.
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Obiekty de Bruijna

Graf de Bruijna

Definicja (Graf skierowany)
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Obiekty de Bruijna

Definicja (Graf de Bruijna)
Grafem de Bruijna nazywamy skierowany graf etykietowany Gg =
(V, E). Wierzchotki odpowiadaja wszystkim stowom dtugosci n — 1
nad alfabetem mocy k. KrawedZ pomiedzy dwoma dowolnymi wierz-
chotkami u, v € V istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy ostatnie n — 2
znakéw stowa u zgadza sie z pierwszymi n — 2 znakami stowa v.
Woéwczas krawedz ta zostaje oetykietowana ostatnim znakiem v.

v
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Graf de Bruijna
le Bru

Obiekty de Bruijna
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Obiekty de Bruijna

Graf de Bruijna
Cigg de B

cierz de Bruijna
Zastosowania

Ggdlan=3, k=2 Ggdlan=4, k=

] o
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Obiekty de Bruijna g.’af ale Bl

d

Definicja (Obchéd grafu)
Obchéd grafu G to domkniety spacer przechodzacy przez kazda kra-
wedz G przynajmniej jeden raz.
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Obiekty de Bruijna

Definicja (Obchéd grafu)

Obchéd grafu G to domkniety spacer przechodzacy przez kazda kra-
wedz G przynajmniej jeden raz.

Definicja (Obchéd Eulera)

Obchéd Eulera jest obchodem zawierajagcym kazda krawedz grafu
G doktadnie jeden raz. Graf nazywamy eulerowskim (grafem Eulera)
jezeli zawiera obchdéd Eulera.
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Obiekty de Bruijna

Twierdzenie

Graf skierowany silnie spéjny (to znaczy, ze dla dowolnych wierz-
chotkéw u, v € V istnieje droga z u do v) zawiera obchéd Eulera
wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich wierzchotkéw v; € V, gdzie
i €{1,2,...,|V|} zachodzi nastepujaca réwnosc:

indeg(v;) = outdeg(v;) ,

to znaczy liczba krawedzi wchodzacych i wychodzacych dla danego
wierzchotka jest taka sama.
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Graf de Bruijna

le F;mljna

Obiekty de Bruijna

rz de B

Twierdzenie

Kazdy graf de Bruijna jest grafem eulerowskim.
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Obiekty de Bruijna

Ciag de Bruijna

Ciagiem de Bruijna rzedu n nad alfabetem mocy k nazywamy cyklicz-
ny ciag dtugosci k", w ktérym kazdy podciag dtugosci n wystepuje
dokfadnie raz. Oznaczamy go jako B(k, n).
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Obiekty de Bruijna

Przyktad (B(2,2))

Alphabet: {0, 1}
Subsequence length: 2

Subsequences:

{0, O} {1, O}
—1O, 1}7 r(l 1}
De Bruun sequence

e | | p—
{0,0,1, 1}
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Obiekty de Bruijna

Przyktad

Ciagi de Bruijna dla kilku wybranych wartosci n i k.

I

n L cigg de Bruijna B(k, n) ‘
1|01

3 | 01000111
2 | 110120022
2
4
3

1232130220011033
0000100110101111
210202200011002111201012122

k
2
2
3
4
2
3
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Obiekty de Bruijna

de Bruijna
wania

Twierdzenie

Istnieje bijektywna odpowiednios¢ miedzy ciagami etykiet krawedzi
na cyklach Eulera w Gg i ciagami de Bruijna.
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Obiekty de Bruijna (Ciiei7 at [EHiuijaey

Ciag de Bruijna
M

e Bruijna

Tworzenie grafu Gg

(i) Wierzchotki odpowiadajg wszystkim stowom dtugosci n — 1
nad alfabetem mocy k,

(ii) Krawedz e prowadzimy z wierzchotka a;a;...a,—1 do
wierzchotka by by...b,_1 wtedy, gdy apas...ap,_1 = bi1by...b,_2,
(iii) Nadajmy krawedzi e etykiete znakiem b,_».
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Obiekty de Bruijna

Tworzenie grafu Gg dla k =2

(i) Wierzchotki odpowiadaja wszystkim stowom binarnym
dtugosci n — 1.

(ii) Wybierzmy wierzchotek v = a1ap...a5-1.

(iii) Z wierzchotka v prowadzimy krawedz z etykieta 0 do
wierzchotka a»as...a,_10.

(iv) Z wierzchotka v prowadzimy krawedz z etykieta 1 do
wierzchotka aras...ap_11.
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Obiekty de Bruijna

Wyznaczanie ciggu de Bruijna

(i) Wybieramy dowolny wierzchotek startowy v.

(ii) Wybieramy krawedz wychodzaca z v, przechodzimy do
incydentnego wierzchotka u. Zapisujemy etykiete tej krawedzi.

(iii) Powtarzamy do momentu, az przejdziemy po wszystkich
krawedziach grafu doktadnie jeden raz i wrécimy do
wierzchotka startowego.

(iv) Zapisany ciag etykiet jest szukanym ciagiem de Bruijna.

Maciej Biesek Obiekty de Bruijna odporne na obracanie 15/34



Obiekty de Bruijna

de Bruijna
wania

Liczba podciagéw dtugosci n ciagu de Bruijna B(k, n) wynosi mak-
symalnie k".
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Graf de Bruij
Clqg de Bruuna
B

Obiekty de Bruijna

Lemat

Liczba podciagéw dtugosci n ciagu de Bruijna B(k, n) wynosi mak-
symalnie k".

Twierdzenie

Liczba podciagéw dtugosci n ciagu de Bruijna B(k,n) wynosi do-
kfadnie k".

A\

Maciej Biesek Obiekty de Bruijna odporne na obracanie 16/34



Graf de Bruijna

Obiekty de Bruijna G dle Bimlijie

de Bruijna

Twierdzenie

Ciagi de Bruijna istniejg dla wszystkich n oraz k.
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Obiekty de Bruijna

Zastosowania

Macierz de Bruijna

Oknem rozmiaru u X v macierzy wymiaru n X m nazywamy podma-
cierz wymiaru uxv, ktéra powstaje przez wybranie sasiadujacych ze
soba elementéw wyjsciowej macierzy.
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Obiekty de Bruijna

Macierz de Bruijna
Zastosowania

Macierz de Bruijna

Definicja

Oknem rozmiaru u X v macierzy wymiaru n X m nazywamy podma-
cierz wymiaru uxv, ktéra powstaje przez wybranie sasiadujacych ze
soba elementéw wyjsciowej macierzy.

Przyktad

N O O P>
0 W |/
O N O DN
A NN O =
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Obiekty de Bruijna

e Bruijna
ierz de Bruijna
Zastosowania

Macierza de Bruijna (Mpg(r, v; n, m)4) nazywamy macierz wymia-
ru r X v nad alfabetem mocy d, w ktérej kazde okno rozmiaru
n x m wystepuje doktadnie raz.
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Obiekty de Bruijna

Macierz de Bruijna
Zastosowania

Macierza de Bruijna (Mpg(r, v; n, m)4) nazywamy macierz wymia-
ru r X v nad alfabetem mocy d, w ktérej kazde okno rozmiaru
n x m wystepuje doktadnie raz.

Przyktad (Macierz de Bruijna Mpg(4,4;2,2),)

= =[O =
o o|lo|~
— o|lo o
= Ol =
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Obiekty de Bruijna

ierz de Bruijna
Zastosowania

Torusem de Bruijna (Tpg(r, v; n,m)y) nazywamy macierz de Bru-
ijna, w ktérej ostatni wiersz jest przylegty do pierwszego, a ostatnia
kolumna — przylegta do pierwszej.
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Obiekty de Bruijna

Definicja

Torusem de Bruijna (Tpg(r, v; n,m)y) nazywamy macierz de Bru-
ijna, w ktérej ostatni wiersz jest przylegty do pierwszego, a ostatnia

kolumna — przylegta do pierwszej

Przyk’(ad (TDB(47 4; 2, 2)2)

0!
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o
Q
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Obiekty de Bruijna

Macierz de Bruijna
Zastosowania

/astosowania

(i) generowanie stéw dowolnej dtugosci nad alfabetem ustalonej
mocy,

(ii) sekwencjonowanie (czyli odczytywanie kolejnosci par
nukleotydowych w czasteczce) faficuchéw DNA,

kodowanie wiadomosci,

dtugopis cyfrowy Anoto,

)

iv) widzenie komputerowe,
)
)

rozwazania teoretyczne.
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Macierz de Bruijna odporna na obracanle

Obiekty de Bruijna odporne na obracanie Ciag de Bruijna odporny na obraca
Zastosowania

Macierz de Bruijna odporna na obracanie
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Macierz de Bruijna odporna na obracanie

Obiekty de Bruijna odporne na obracanie C de Bruijna odporny na obr.
Za

Macierz de Bruijna odporna na obracanie

Rozkiad kropek
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Macierz de Bruijna odporna na obracanie
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie Ci e Bruijna odporny na obracanie

Relacja przewrécenia (przewrotem) macierzy nazywamy ztozenie re-
lacji obrotu macierzy z relacja przesuniecia wartosci jej elementow.
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Macierz de Bruijna odporna na obracanie
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie Ci e Bruijna odporny na obracanie

Relacja przewrécenia (przewrotem) macierzy nazywamy ztozenie re-
lacji obrotu macierzy z relacja przesuniecia wartosci jej elementow.

Yy ={0,1,2,3}, f: ¥ —» ¥t

f(x)=(x+1) mod4,dlax €{0,1,2,3}.
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Macierz de Bruijna odporna na obracanie
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie de Bruijna odporny na obracanie

Relacja przewrécenia (przewrotem) macierzy nazywamy ztozenie re-
lacji obrotu macierzy z relacja przesuniecia wartosci jej elementow.

Yy ={0,1,2,3}, f: ¥ —» ¥t

f(x)=(x+1) mod4,dlax €{0,1,2,3}.

. 0
Przewrotem macierzy A = [

! jest macierz A* = 2l
2 3|/ Iz =10 2
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Macierz de Bruijna odporna na obracanie
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie C de Bruijna odporny na obr. e
7Z

Relacja przewrotu macierzy jest relacja réwnowaznosci (to znaczy,
ze jest zwrotna, symetryczna i przechodnia).
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Macierz de Bruijna odporna na obracanie
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie Ci 3ruijna odporny na obracanie

Relacja przewrotu macierzy jest relacja réwnowaznosci (to znaczy,
ze jest zwrotna, symetryczna i przechodnia).

Relacja przewrotu dzieli zbiér macierzy na roztaczne klasy abstrakcji,
przy czym dowolne dwie macierze znajduja sie w jednej klasie abs-
trakcji wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z nich mozna uzyskac¢ poprzez
pewna, stafa liczbe obrotéw i zmian wartosci drugiej.
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Macierz de Bruijna odporna na obracanie
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie Ciag de Bruijna odporny na obracanie

Zastosow.

Relacja przewrotu macierzy jest relacja réwnowaznosci (to znaczy,
Ze jest zwrotna, symetryczna i przechodnia).

Whiosek

Relacja przewrotu dzieli zbiér macierzy na roztaczne klasy abstrakcji,
przy czym dowolne dwie macierze znajduja sie w jednej klasie abs-
trakcji wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z nich mozna uzyskac¢ poprzez
pewna, stafa liczbe obrotéw i zmian wartosci drugiej.

Whiosek

W jednej klasie abstrakcji znajduja sie te same macierze, z dokfad-
noscia do relacji przewrotu macierzy. W kazdej klasie abstrakcji jest
ich 4.
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Macierz de Bruijna odporna na obracanie
Ci Bruijna odporny na obracanie

Obiekty de Bruijna odporne na obracanie

Macierzg de Bruijna odporng na obracanie nazywamy macierz
de Bruijna, ktérej wszystkie okna danego rozmiaru pochodza z réz-
nych klas abstrakcji relacji przewracania macierzy. Oznaczamy j3
jako: M[g(r,v)q, gdzie r x v jest wymiarem okna, a d liczbg ele-

mentdéw alfabetu.
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Macierz de Bruijna odporna na obracanie
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie Ci 3ruijna odporny na obracanie

Definicja

Macierzg de Bruijna odporng na obracanie nazywamy macierz
de Bruijna, ktérej wszystkie okna danego rozmiaru pochodza z réz-
nych klas abstrakcji relacji przewracania macierzy. Oznaczamy j3
jako: M[g(r,v)q, gdzie r x v jest wymiarem okna, a d liczbg ele-
mentéw alfabetu.

Fakt

Celem badan macierzy de Bruijna odpornych na obracanie jest stwo-
rzenie mozliwie najwiekszej macierzy o danym oknie.
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Macierz de Bruijna odporna na obracanie
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie C de Bruijna odporny na obr. e
Za

Twierdzenie

Macierz de Bruijna odporna na obracanie nad alfabetem mocy
dn*m

d z oknem wymiaru n X m jest maksymalnie rozmiaru
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Macierz de Bruijna odporna na obracanie
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie Ci 3ruijna odporny na obracanie

Twierdzenie

Macierz de Bruijna odporna na obracanie nad alfabetem mocy
dn*m
d z oknem wymiaru n X m jest maksymalnie rozmiaru

Whiosek

Macierz de Bruijna odporna na obracanie nad czteroelementowym,

wczesniej zdefiniowanym alfabetem z oknem wymiaru 6 x 6 jest
62
maksymalnie rozmiaru — = 435,
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Nacie na odporna na obracanie
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie a odporny na obracanie

Ciag de Bruijna odporny na obracanie

Relacja przewrécenia ciggu nazywamy zmiane wartosci jego wszyst-
kich elementéw, zgodnie z ustalonag funkcja.
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Macierz de Bruijna odporna na obracanie
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie Ciag de Bruijna odporny na obracanie
Zastosowania

Ciag de Bruijna odporny na obracanie

Relacja przewrécenia ciggu nazywamy zmiane wartosci jego wszyst-
kich elementéw, zgodnie z ustalonag funkcja.

Y ={0,1,2,3}, funkcja zmiany wartosci f : ¥ — ¥, jest postaci:

f(x) = (x+1) mod 4,dlax € {0,1,2,3}.
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Macierz de Bruijna odporna na obracanie
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie Ciag de Bruijna odporny na obracanie
Zastosowania

Ciag de Bruijna odporny na obracanie

Relacja przewrécenia ciggu nazywamy zmiane wartosci jego wszyst-
kich elementéw, zgodnie z ustalonag funkcja.

Y ={0,1,2,3}, funkcja zmiany wartosci f : ¥ — ¥, jest postaci:

f(x) = (x+1) mod 4,dlax € {0,1,2,3}.

Przewrotem ciagu 0123 jest cigg 1230.
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erz de Bruijna odporna na obi
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie Ciag de Bruijna odporny na obracanie
Zas

Relacja przewrotu ciggu jest relacja réwnowaznosci.
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Macierz de Bruijna odporna na obracanie
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie iag de Bruijna odporny na obracanie

Relacja przewrotu ciggu jest relacja réwnowaznosci.

Relacja przewrotu dzieli zbidr ciagéw na roztaczne klasy abstrakgji,
przy czym dowolne dwa ciagi znajduja sie w tej samej klasie abs-
trakcji wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z nich moze zostaé uzyskany
przez dokonanie pewnej liczby przewrotéw drugiego.

Maciej Biesek Obiekty de Bruijna odporne na obracanie 28/34



Obiekty de Bruijna odporne na obracanie

Relacja przewrotu ciggu jest relacja réwnowaznosci.

Relacja przewrotu dzieli zbidr ciagéw na roztaczne klasy abstrakgji,
przy czym dowolne dwa ciagi znajduja sie w tej samej klasie abs-
trakcji wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z nich moze zostaé uzyskany
przez dokonanie pewnej liczby przewrotéw drugiego.

W danej klasie abstrakcji znajduja sie te same ciagi, z dokfadnoscia
do przewrotu. W kazdej klasie abstrakcji takich ciagéw jest k, gdzie
k oznacza rozmiar alfabetu, z ktérego pochodza elementy ciagow.
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Macierz de Bruijna odporna na obracanie
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie iag de Bruijna odporny na obracanie

Ciagiem de Bruijna odpornym na obracanie nazywamy ciag de Bruij-
na rzedu n nad alfabetem mocy k, ktérego wszystkie podciagi dtugo-
$ci n pochodza z réznych klas abstrakcji relacji przewracania ciagu.
Oznaczamy go jako: B'(k, n)

Maciej Biesek Obiekty de Bruijna odporne na obracanie 29/34



e Bruijna odporna na ob
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie ] na odporny na obraca

Twierdzenie

Ciag de Bruijna odporny na obracanie rzedu n nad alfabetem mocy
n

k jest dtugosci maksymalnie T
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Macierz de Bruijna odporna na obracanie
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie iag de Bruijna odporny na obracanie

Twierdzenie

Ciag de Bruijna odporny na obracanie rzedu n nad alfabetem mocy
krl
k jest dtugosci maksymalnie T

Whiosek

Ciag de Bruijna odporny na obracanie rzedu n nad wczesniej

zdefiniowanym, czteroelementowym alfabetem jest dfugosci
n

maksymalnie — = 4"
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Macierz de Bruijna odpor
Obiekty de Bruijna odporne na obracanie Ciag de Bruijna odporny
Zastosowania

/astosowania

Pluetaoth
Transcemer
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Poréwnanie dtugosci ciagéw de Bruijna

Poréwnanie dtugosci ciggéw de Bruijna

Hipoteza

Ciag de Bruijna odporny na obracanie rzedu n nad czteroelemento-
n

4
wym alfabetem jest doktadnie dtugosci i A=,

Maciej Biesek Obiekty de Bruijna odporne na obracanie 32/34



Poréwnanie dtugosci ciagéw de Bruijna

Maciej Biesek Obiekty de Bruijna odporne na obracanie 33/34



Poréwnanie dtugosci ciagéw de Bruijna

@ algorytm,

Maciej Biesek Obiekty de Bruijna odporne na obracanie 33/34



Poréwnanie dtugosci ciagéw de Bruijna

@ algorytm,
@ implementacja,

Maciej Biesek Obiekty de Bruijna odporne na obracanie 33/34



Poréwnanie dtugosci ciagéw de Bruijna

@ algorytm,
@ implementacja,
© badania,

Maciej Biesek Obiekty de Bruijna odporne na obracanie 33/34



Poréwnanie dtugosci ciagéw de Bruijna

@ algorytm,

@ implementacja,
© badania,

@ wnioski.
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Pytania, sugestie, propozycje?
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