Twierdzenie Cauchy'ego

Twierdzenie Cauchy'ego — jedno z kilku twierdzen o warto$ci §redniej w rachunku rézniczkowym.
Ma ono wazne zastosowania teoretyczne. Pozwala migdzy innymi oszacowac btad we wzorze
Taylora oraz uzasadni¢ regute de 1'Hospitala. Twierdzenie Cauchy'ego jest uogélnieniem
twierdzenia Lagrange'a.

Twierdzenie
Jezeli dane funkcje f 1 g sa
« ciagle w przedziale domknietym |[a,b] |
* rozniczkowalne w przedziale (a,b) |
to istnieje punkt ¢ nalezacy do przedzialu (a,b) taki, Ze:
g'(c)lf(b)=fla)l=f"(c)[g(b)—gla)l (1)

Dowod
Na podstawie [2].

1. Pierwszy przypadek: g(a)=g(b)

* Oznaczmy L=g'(c):|f(b)=f(a)],P=f"(c)|g(b)-g(a)l

* Woéwczas P=0

* Ponadto korzystajac z twierdzenia Rolle'a: = »n& "(¢)=0

* Wigc dla powyzszego ¢ mamy: L=0

+ Konczy to dowéd tego przypadku, gdyz istnieje  ¢€(a,b) takie, ze: L=0=P
2. Drugi przypadek: g(a)#g(b)

b —
* Zdefiniujmy: /: :% (2)
 Niech takze: ¢:[a,b]—R qu21e okre$lone wzorem:

b (x ) F(B)~ f(x)~1-g(b)—g (x)], xela.b]

* Wykazemy, ze ¢ spelnia zatozenia twierdzenia Rolle'a
* Istotnie:

) fla) L =S @) e
o bla)=r (b)) L g (b) =g (a)=0
(b)-1(a)

. ¢(a)=f(b)—f(b)—m1g( )—g(b)|=0

+ Wobec powyzszego spehione jest zatozenie ¢ (a)=¢(b)
« Na mocy twierdzenia Rolle'a: ., @ (¢)=0

« Zauwazmy, ze: ¢'(x)=—f"(x)+1-g'(x)

« 0=9¢'(c)=—f"(c)+I-g’ ( )

o Wige: f'(c)=1g'(c)=

» Konczy to dowdd twierdzenia.



Whiosek
Jezeli funkcje f 1 g sa

« ciagle w przedziale domknigtym [a,b] | rézniczkowalne w przedziale (a,b) oraz
dodatkowo g'(x)#0 dla x€(a,b)

to istnieje taki punkt c¢€(a,b) , ze:

f(b)=fla)_ f'(c)
g(b)—gla) g'(c)
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