MULTIKOLOROWANIE GRAFOW

RAFAL WITKOWSKI

STRESZCZENIE. Problem multikolorowania graféw jest uogélnieniem problemu ko-
lorowania graféw. Réznica polega na tym, ze zamiast jednego,S kazdemu wierz-
chotkowi przypisuje si¢ zbiér koloréw w taki sposéb, by kazde wierzchotki potaczo-
ne krawedziag posiadaly roztaczne zbiory. W dziedzinie multikolorowania najwaz-
niejszym problemem jest kolorowanie podgraféw indukowanych pokryé tréjkat-
nych plaszczyzny — graféw heksagonalnych. Algorytmy rozwiazujace to zadanie
wykorzystuje si¢ w problemie przydziatu czestotliwos$ci w sieciach komérkowych.
W pracy przedstawiony zostanie szkic autorskiego algorytmu 2-lokalnego aprok-
symujacego rozwiazanie z doktadnoscia % w stosunku do wazonej liczby klikowej.
Dodatkowo wspomniane zostana powigzania tego zagadnienia z problemem k-
dobroci graféw heksagonalnych bez tréjkatéw. Przedstawiona zostanie hipoteza
McDiarmida-Reeda méwiaca o tym, ze kazdy graf heksagonalny bez tréjkatéw
jest 9-dobry oraz jej wplyw na problem przydziatu czestotliwoséci w sieciach ko-
moérkowych.

WSTEP

Kazdy z nas, nawet jesli nie posiada osobiscie, to na pewno kiedy$ uzywal telefonu
komorkowego. Niewielu jednak pewnie zastanawialo sie, jak to sie¢ dzieje, ze telefon
dzwoni, kto$ odbiera, po czym mozna ze sobg rozmawia¢. W artykule tym bynajmnie;j
nie zostang poruszone kwestie technicznego dzialania aparatu telefonicznego, a jedy-
nie problem przydziatu czestotliwoéci fal, na ktérych odbywaja sie owe rozmowy.

Na czym polega nawigzanie polaczenia przy pomocy telefonu komoérkowego? Aparat
na poczatku wysyla na niskich czestotliwosciach (tanich i mato energochlonnych, ale
nie nadajacych sie do przeprowadzania rozméw) informacje do najblizszej stacji ba-
zowej o probie nawiazania polaczenia. Stacja bazowa droga naziemna komunikuje sie
z innymi stacjami bazowymi w celu zlokalizowania odbiorcy polaczenia. Gdy oba te-
lefony sa juz zlokalizowane, stacje bazowe, w zasiegu ktorych sie znajduja, musza obu
telefonom nada¢ pewna wysoka czestotliwosé, na ktérej beda prowadzily rozmowe.
Problem w tym jak maja to zrobi¢? O tym wlasnie traktuje ta praca.

Kazdy operator sieci komérkowych dysponuje pewna okredlong liczba czestotliwosci
na ktorych moze prowadzi¢ rozmowy. Oczywiscie kazdemu zalezy, zeby zajmowanych
czestotliwosci bylo jak najmniej, gdyz za te uzywane sie placi. Dlaczego jednak nie
mozna przydzielaé¢ czestotliwosci po postu po kolei z danego pasma, tyle ile potrze-
ba w zasiggu danej stacji bazowej? Ot6z zasiegiem dzialania kazdej stacji bazowej sa
kota. Aby nie bylo miejsc bez zasiggu kota te musza na siebie zachodzi¢. Problem
pojawia sie z rozmowami, ktore odbywaja sie na obszarach przecinania sie takich kot.

1



2 RAFAL WITKOWSKI

Gdyby dwie rozmowy w sasiednich stacjach bazowych odbywaly sie na tej samej cze-
stotliwosci, a akurat zdarzyloby sie tak, ze obie rozmawiajace osoby znajdowalyby
sie w tym samym, wspolnym, nachodzacym na siebie obszarze, woéwczas obie te osoby
styszalyby dwie rozmowy — swoja i ta druga, lub doszloby do duzych interferencji.
Nawet gdyby dodaé, jak to sie czasem dzieje, odpowiednie kodowanie tychze rozméw,
niewiele by to pomoglo, gdyz zachodzace interferencje powodowalyby uciazliwe za-
ktécenia rozmowy.

Sytuacje dobrze ilustruja ponizsze rysunki:

@G)g)

RYSUNEK 1. Sytuacja ztego rozlozenia stacji bazowych — wystepuje
brak zasiegu

nnnnnn

RYSUNEK 2. Prawidtowe roztozenie sieci radiowych — wystepuja ob-
szary interferentne

Gdyby dwie rozmowy odbywaly sie w czerwonym obszarze na powyzszym rysunku,
jedna w jednej stacji bazowej, a druga w drugiej, woéwczas zachodzityby interferencje.
Tak wiec te rozmowy musza dosta¢ osobne czestotliwosci.

Stwoérzmy zatem graf w taki sposéb, ze wierzcholki beda odpowiadaé stacjom bazo-
wym, a krawedzie beda oznaczaly, ze zawieraja one obszar wspolnego zasiegu. Wow-
czas, jesli kazdej stacji trzeba by bylo przypisaé¢ jedna czestotliwosé, to problem ich
przydziatu bylby tozsamy z problemem kolorowania graféw. Kazdy z nas jednak wie,
ze w jednej stacji bazowej moze odbywacé sie wiele rozméw naraz. Zatem tych przy-
dzielanych czestotliwosci (koloréw) powinno by¢ wiecej niz jeden. Oznacza to, ze do
kazdego wierzcholka nalezy przypisa¢ nie jeden, ale pewien zbiér koloréw (ktérego
liczno$é jest okreslona przez liczbe rozméw) w taki sposéb, aby sasiednie wierzchotki
nie posiadaly w swoich zbiorach tego samego koloru. I na tym wtlasnie polega problem
multikolorowania graféw.

Warto jeszcze dodaé jakie grafy sie multikoloruje w zagadnieniu przydzialu czesto-
tliwosci. Ot6z okazuje sie, ze optymalnym roztozeniem stacji bazowych, aby bylo jak
najmniej interferentnych ze soba obszaréw, a zarazem cala powierzchnia byla pokryta
(wszedzie byl zasieg), jest takie ich ulozenie, aby tworzyly one pokrycie tréjkatne owej
plaszczyzny. Latwo to zreszta sprawdzié, prébujac samemu skonstruowaé takie pokry-
cie kotami plaszczyzny, aby cala plaszczyzna byta pokryta, a graf byl mozliwie tatwo
kolorowalny, bo za tym idzie takze tatwo$é multikolorowania. Podgraf indukowany
takiego optymalnego pokrycia zwany jest grafem heksagonalnym, a jego szczegélowa
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definicja znajduje sie w kolejnym rozdziale. Co bardzo wazne, graf ten jest trojdziel-
ny, a wiec bardzo tatwo go pokolorowaé. Niestety nie da sie¢ stworzyé¢ dobrego grafu
dwudzielnego.

1. PODSTAWOWE POJECIA

Definicja 1. Grafem z wazeniem nazywamy graf G, :== (V, E,w), w ktéorym w : V —
N jest funkcja przypisujaca kazdemu wierzchotkowi pewng liczbe naturalna nazywanag
wagq wierzchotka.

Graf z wazeniem w oznaczaé bedziemy przez G, (choé najczesciej po prostu G |, a to,
ze jest wazony bedzie wynikaé z kontekstu), a wage wierzchotka v oznaczaé bedziemy
przez wg(v) (czesciej w(v)).

Definicja 2. Multikolorowaniem grafu z wazeniem G, nazywamy taka funkcje ¥,
ktéra dla pewnego zbioru koloréw C, kazdemu wierzchotkowi przypisuje pewien pod-
zbiér tego zbioru (¥ : V(G) — 2¢) tak, aby zachowane byly nastepujace warunki:

(i) Yoev(@)|¥(v)| = w(v), czyli do kazdego wierzchotka przypisujemy w(v) réz-
nych koloréw,

(i) Yuver@)¥(u) N¥(v) = 0, czyli dwém sasiednim wierzchotkom przypisujemy
roztaczne zbiory koloréw.

Definicja 3. Najmniejsza liczbe koloréw, czyli najmniejsza moc zbioru C, ktéry
potrzebny jest do prawidlowego pokolorowania grafu zgodnie z definicjg 2, nazywamy
liczbg multichromatyczng.

Liczbe multichromatyczng oznaczamy przez X, (G).

Uwaga 4. Problem multokolorowania graféw mozna bardzo tatwo przetransponowaé
na problem klasycznego kolorowania graféw. Prawidlowe multikolorowanie grafu G
jest tym samym, co zwykle kolorowanie grafu G’ powstalego z G przez zastapienie
kazdego wierzcholka v € V(G) klika K (v) o rozmiarze w(v) oraz stworzenie krawedzi
pomiedzy kazdymi dwoma wierzchotkami klik K (v) i K(u) wtedy, gdy wierzchotki v
i u byly polaczone krawedzia w G .

Definicja 5. Przez wage kliki rozumie¢ bedziemy sume wag wszystkich wierzchotkéw
nalezacych do danej kliki w grafie G .

Definicja 6. Wazong liczbg klikowg grafu G nazywamy najwieksza wage kliki spoéréd
wszystkich klik w grafie G .
Wazona liczbe klikowa oznaczmy przez W(G).

Definicja 7. Wazong liczbg t-klikowg grafu G nazywaé bedziemy nazywaé najwieksza
wage kliki sposrod klik o rozmiarze nie wigkszym niz ¢, a oznaczaé¢ bedziemy przez
Wi(G). Innymi stowy:

Wi(G) == max{W(K) : K C G, K jest klika, |K| < t}

Definicja 8. Pokryciem trojkgtnym nazywaé bedziemy nieskonczony graf zanurzony
w R2, ktéry zdefiniowany jest w nastepujacy sposéb:
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Zbiorem wierzchotkow tego grafu sg punkty na plaszczyznie, ktérych wspolrzedne sa
kombinacjami liniowymi zp + yq, dla kazdych x,y € Z oraz wektoréw

. e

p= (1,0),(]— (2? 9 )
Dwa wierzcholki taczy krawedz, jesli na plaszczyznie ich odleglosé Euklidesowa jest
rowna doktadnie 1.
Widaé¢ wiec latwo, ze kazdy wierzcholek (z,y) ma dokladnie szeSciu sasiadéw:
(:E + ]-vy)a ({E -1, y)v (xvy + ]-)a (xay - ]-)7 ($ +1y— 1)7 (.’E -lLy+ 1) S%Siadéw tyCh
nazywaé bedziemy odpowiednio: prawym, lewym, prawym-gornym, lewym-dolnym,
prawym-dolnym i lewym-gornym.

Uwaga 9. Kazdy wierzcholek pokrycia tréjkatnego mozemy utozsamiaé z para liczb
catkowitych (x,y), ktére wyznaczaja kombinacje liniowa wektoréw p i ¢ tworzaca ten
wierzchotek.

Definicja 10. Grafem heksagonalnym nazywamy dowolny graf bedacy indukowanym
podgrafem pokrycia tréjkatnego. Przyklad takiego grafu mozna zobaczy¢ na rysun-
ku 1.
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RysuNEK 3. Przyklad grafu heksagonalnego z odpowiadajacym mu
3-kolorowaniem

Obserwacja 11. Kazdy graf heksagonalny da sie pokolorowac klasycznie przy pomo-
cy trzech koloréw (zobacz rys. 1). Co wiecej, kolorowanie to wynika bezposrednio ze
wspolrzednych na pokryciu trojkginym — kazdy wierzcholek otrzymugje kolor x + 2y
mod 3.

Uwaga 12. Graf heksagonalny jest najlepszym modelem matematycznym optymalnej
sieci komorkowej. Rozmieszczajac nadajniki w taki sposdb, aby przy jak najmniejszej
ich liczbie pokry¢ jak najwieksza powierzchnie, robi si¢ to wlasnie w taki sposéb, jaki
widaé na rysunku 1. Kazdy nadajnik ma pewien zasieg, ktéry jest kotem o promieniu
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r. Na rysunku linia przerywana zostaly oznaczone obszary, ktore sa najblizej dane-
go nadajnika. Latwo sie jednak domy$li¢, ze nadajniki nie majg zasiegu o ksztalcie
sze$ciokata, stad krawedzie znajduja sie tam, gdzie odpowiednie kota, bedace ich za-
siegami, si¢ pokrywaja.

Patrzac na rysunek 1 wida¢ réwniez, skad wziela sie nazwa ,telefonia komoérkowa”.

2. ZNANE OSZACOWANIA

2.1. Oszacowania liczby multichromatycznej. Co ciekawe, na liczbe multichro-
matyczna nie istnieja dobre oszacowania. Oczywiscie prawdziwa jest bardzo prosta
obserwacja:

Obserwacja 13. Dla kazdego grafu G z wazZeniem prawdziwa jest nierownos$é:
xm(G) 2 W(G)

Warto tez zauwazy¢, ze w przypadku grafu heksagonalnego W (G) = W3(G).

Dla dowolnych graféw o oszacowaniach liczby multichromatycznej z dotu nic wigcej
nie wiadomo. Z géry mozna ja réwniez trywialnie oszacowaé przez sume wag najciez-
szych wierzchotkow w zbiorach niezaleznych, na ktére ten graf mozna roztozy¢. I to
jest jedyne znane oszacowanie w przypadku ogdlnym.

Algorytmy dobrego multikolorowania znane sg tylko dla najprostszych rodzajéw gra-
fow takich jak grafy dwudzielne, cykle, grafy zewnatrzplanarne. Istnieje szereg prac
o multikolorowaniu graféw planarnych, badz innych, specyficznych rodzajow graféw,
jednak nie ma dobrych oszacowan ogdélnych.

Najwiecej jednak uwagi, ze wzgledu na zastosowania, poswigca si¢ grafom heksa-
gonalnym. Po chwili namystu wida¢ dla nich zaleznosé, ktora nietrudno udowodnié,
a ktéra to przyjemnosé pozostawiam czytelnikowi:

Zadanie 14. Dla kazdego grafu heksagonalnego G prawdziwa jest nierowno$é:
IWs3(G)
8

Podpowiedz: Trzeba zauwazyé, Ze najmniejszy nieparzysty cykl w grafie heksago-
nalnym, oprocz trojkgta, ma diugosé 9 i sprobowaé go multikolorowad.

Xm(G) 2

Znane sa tez oszacowania gorne na liczbe multichromatyczna, a ktére wynikaja
gléwnie z algorytméw znajdujacych te multikolorowania. Istnieje takze hipoteza, ze
IW3(G) - . . . . . . )
——5— jest nie tylko oszacowaniem gérnym, ale i dolnym na multikolorowanie graféw
heksagonalnych, niestety wciaz nieudowodniona. Szczegdly zostana opisane w ostat-

nich dwdéch rozdziatach.

2.2. Oszacowania algorytméw przyblizajacych rozwigzanie przydzialu cze-
stotliwo$ci. Najwazniejsze w zastosowaniach jest nie tyle szacowanie liczby multi-
chromatycznej, co konstruktywne, algorytmiczne znajdywanie multikolorowania (a co
za tym idzie takze x,, ). Istnieje wiele algorytméw i wiele prac na ten temat. Na wstepie
jednak warto wspomnie¢ o kilku obostrzeniach, jakie na takie algorytmy chcieliby$my
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nalozy¢, zeby byly one zadowalajace z punktu widzenia problemu praktycznego przy-
dziatu czestotliwosci.

Przede wszystkim algorytmy te powinny by¢ szybkie. I to na tyle szybkie, zeby w
baaardzo duzej sieci komoérkowej oplatajacej caly Swiat nie trzeba bylo czekaé zbyt-
nio na nawiazanie polaczenia. Powinny by¢ na tyle szybkie, zeby dziala¢ w czasie
O(1), a wiec niezaleznie od rozmiaru sieci i liczby nawiazywanych polaczen. Dodat-
kowo algorytmy powinny dziala¢ w sposéb réwnolegly, tak aby kazda stacja bazowa
mogla niezaleznie wykonywaé swoja cze$é algorytmu i samodzielnie decydowaé jakie
czestotliwodci przydzieli¢é rozmowom odbywajacym sie za jej posrednictwem. Co za
tym wszystkim idzie, stacje bazowe nie powinny ze soba komunikowaé sie za bardzo.
Do okreslania tego, jak bardzo si¢ ze soba komunikuja stuzy nastepujace pojecie:

Definicja 15. Algorytm nazywamy k-lokalnym, jesli stacja bazowa zna funkcje swoja
wagi oraz wierzchotkéw oddalonych od siebie $ciezka dlugosci nie wigkszej niz k.

k-lokalnosé to gléwny sposéb podzialu algorytméw w zagadnieniach przydziatu
czestotliwodci. Istnieja osobne algorytmy dla kazdego k. Im mniejsze k tym algorytm
jest lepszy, ale oczywiscie tym gorzej da sie ograniczy¢ liczbe potrzebnych koloréw.
Ograniczenie na liczbe uzywanych koloréw okresla sie zawsze w stosunku do W (G).
Najlepsze znane algorytmy (oszacowania na liczbe uzywanych przez nie koloréw), w
zaleznosci od k-lokalnosci, oraz rok ich powstania i praca w ktérej sie znajduja, sa
podane w ponizszej tabelce:

’ k-lokalnosé \ oszacowanie \ rok, praca ‘
0 3 2000 [5]
1 5 czerwiec 2007 [10]
2 % 2005 [6] 1 niezaleznie 2006 [7]
> 3 2 2005 [6]
0 3 2001 [3]

TABELA 1. Najlepsze znane algorytmy dla multikolorowania graféw heksagonalnych

Wynik dla 0-lokalnosci jest oczywisty po chwili namystu. Wynik dla 1-local zo-

stal opublikowany bardzo niedawno, a zastosowano w nim zupelnie inne podejscie do
problemu (mocne poprawienie kolorowania grafu heksagonalnego bez tréjkatéw). Na
UAM w Poznaniu prowadzimy intensywne prace, aby zastosowaé te metode do innych
algorytmow, jeszcze je ulepszajac. Wynik dla 2-lokalnosci udato sie uzyskaé¢ mi wspol-
nie z Krzysztofem Krzywdzinskim, wezesniej jednak niezaleznie ukazala sie praca [6] i
to jest wynik wzorcowy w tej dziedzinie. Dla wigkszych lokalnosSci nie znane sg lepsze
algorytmy od tego, ktéry dziata dla 2-lokalnosci. Co wigcej, nie sg znane zadne lepsze
algorytmy nawet znajac globalne wlasnosci tego grafu i cala jego strukture (roboczo
oznaczam to w swoich pracach jako oco-lokalnosé).
Jak widaé¢ po datach, algorytmy te sa niemal ciggle ulepszane, a metody, ktorymi
operujg algorytmy wskazuja, ze mozna bedzie uzyskaé jeszcze wiele lepszych wyni-
kow. Ukazuje sie¢ rowniez bardzo duzo prac na temat multikolorowania pewnych klas
podgraféw graféw heksagonalnych, wéréd ktérych najbardziej popularnymi sa grafy
heksagonalne bez tréjkatow.
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3. ALGORYTM 2-LOKALNY % MULTIKOLOROWANIA GRAFOW HEKSAGONALNYCH

W rozdziale tym przestawiony zostanie bardzo ogdlny szkic algorytmu 2-lokalnego %
multikolorowania graféw heksagonalnych. Zostal on opracowany przeze mnie wspolnie
z Krzysztofem Krzywdzinskim i opisany w [7]. Jego gléwna idea (podobnie zreszta
jak algorytmu opisanego w [6]) pochodzi z pracy [3], a dokladnie jest przerobieniem
wersji opisanego tam algorytmu, ktory korzystatl z wartoéci wazonej liczby klikowej,
a do ktorej obliczenia potrzebujemy wiedzy globalnej o calym grafie. Kluczowym
miejscem i ulepszeniem naszego algorytmu w stosunku do tamtego jest wprowadzenie
funkcji:

Definicja 16. Okreslmy nastepujaco funkcje bazowq:

k: V(G) — N
k(o) = "max{w(v) + w(z) + w(y) :S(x,v), (y,v), (z,y) € E(G)}"

Jak widaé jest to funkcja, ktéra lokalnie zachowuje sie tak samo, jak wartos¢ W (G).
Mozna o niej mysle¢ jak o $redniej wadze najciezszego tréjkata, w jakim znajduje sie
dany wierzchotek.

Podobnie, jak w pracy [3] algorytm sktada sie z 5 faz, z ktérych kazda zostanie przeze
mnie opisana, natomiast pominiemy w tym miejscu dow6d ich poprawnosci (mozna
go znalezé w [7]). Do okreélenia tych faz potrzebne beda nastepujace definicje:

Definicja 17. Kolorowaniem bazowym grafu wazonego G nazywamy klasyczne 3-
kolorowanie tego grafu, nie bioracego pod uwage funkcji wagi okreslonej na wierz-
chotkach G .

Kolorem bazowym wierzcholka v nazywamy kolor, ktory otrzymal on przy kolorowaniu
bazowym.

Definicja 18. Zbiorem bazowym wierzcholka v nazywamy zbiér koloréw B(v) o mocy
k(v) przypisanych do tego wierzcholka i zaleznych od koloru bazowego wierzchotka.
Mozemy je zapisa¢ w postaci B(v) = {z,c(v) : © € {1...k(v)}, c(v) — kolor bazowy
wierzchotka v)}.

Dodatkowo zbiorem pomocniczym bedziemy nazywaé zbiér P(v) o mocy k(v) roztacz-
ny ze zbiorami bazowymi koloréw. Mozemy go zapisa¢ w postaci P(v) = {z,c: z €
{1...k(v)}, c — kolor rézny od koloréw bazowych w grafie G)}.

Definicja 19. Niech G; = (V;, E;, w;) oznacza graf otrzymany po zakonczeniu i-tej
fazy. Nazywaé go bedziemy i-grafem.

Definicja 20. Wierzcholek v € G nazywaé bedziemy lekkim, jesli w(v) < k(v). W
przeciwnym przypadku wierzchotek nazwiemy ciezkim.

Definicja 21. Dla kazdego wierzchotka v € G przez parzysto$é wzdluz osi OX rozu-
miemy parzystos¢ dlugosci $ciezki biegnacej rownolegle do osi OX miedzy wierzchol-
kiem v, a wierzcholtkiem polozonym na osi lezacej pod katem 7 /3, tej samej na ktorej
polozony jest poczatek ukladu wspoélrzednych (wierzchotek (0,0)).

Analogicznie parzystosé wzdluz osi w/3 (2m/3) bedzie parzystoscia dlugosci $ciezki
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biegnacej réwnolegle do osi 7/3 (27/3) miedzy wierzchotkiem v, a wierzchotkiem po-
tozonym na osi O X, tej samej na ktérej potozony jest poczatek uktadu wspdlrzednych.

Do prawidtowego przebiegu algorytmu potrzebne bedzie takze okreslenie waznosci
poszczegdlnych wierzchotkow:

Definicja 22. Do kazdego koloru bazowego przypiszmy odpowiednie priorytety. I tak
wierzcholki czerwone beda wazniejsze niz niebieskie, niebieskie wazniejsze niz zielone,
natomiast zielone wazniejsze niz czerwone.

Zdefiniujmy teraz po krétce kolejne fazy algorytmu:

Faza 1:
Do kazdego wierzchotka v € G przypisujemy pierwsze w(v) koloréw z jego zbioru
bazowego. W szczegblnodci kazdy wierzcholek dostaje kolory [1, ..., min{w(v), k(v)}].

Graf G zdefiniujemy jako podgraf indukowany na wierzchotkach ciezkich, z ktérych
kazdy bedzie mial wage pomniejszona o k(v).

Dzigki tej operacji wszystkie wierzchotki lekkie zostang catkowicie pokolorowane.
Graf G bedzie grafem heksagonalnym bez trojkatow.

Definicja 23. Niech H bedzie indukowanym podgrafem G, ktéry zawiera wszystkie
wierzcholki o stopniu 3. Wierzcholek v € H nazwiemy wierzcholkiem priorytetowym
jesli jest on wazniejszy od wszystkich swoich sasiadéw (w my$l definicji 22)

Fakt 24. Wszystkie wierzcholki priorytetowe z grafu H tworzq zbior niezaleiny. Co
wiece], zbior ten jest zbiorem dominujgcym grafu H.

Faza 2:
Rozpatrzmy wierzchotek priorytetowy v € H. Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze v
ma kolor czerwony, a jego trzej sasiedzi z H sa koloru niebieskiego. Niech g(v) be-
dzie najmniejsza wartoscia sposréd wartosci k(x) — w(x) trzech zielonych sasiadéw
v. v moze pozyczy¢ od nich ostatnie g(v) koloréw z zielonego zbioru bazowego i zo-
sta¢ w pelni pokolorowany. Graf G tworzymy z grafu GG; poprzez usuniecie z niego
wierzcholtkéw priorytetowych v € H (z def. 23).

Kazdy wierzcholek w grafie G3 ma stopien co najwyzej 2.

Definicja 25. Naroznik v € G nazwiemy naroznikiem priorytetowym jesli jest on
wazniejszy od wszystkich swoich sasiadéw (w mys$l definicji 22), ktérzy réwniez sa
naroznikami. Jesli zaden z jego sasiadéw nie jest naroznikiem to réwniez jest on prio-
rytetowym.

Fakt 26. Wszystkie naroziniki priorytetowe z grafu Go tworzq zbior niezalezny. Co
wiecej, podzbior naroznikow priorytetowych z grafu Go tworzy zbior dominujocy w
podgrafie indukowanym na naroznikach z Gs.

Faza 3:

Wszystkim naroznikom priorytetowym przypisujemy odpowiednie kolory ze zbioréw
bazowych ich sasiadow, oraz sasiadow ich sasiadéw w pewien specyficzny sposob (1) .

(1) opis tego sposobu zajmuje wiecej niz caly ten artykut w takiej postaci, wiec go w tym miejscu

pomijam. Mozna go znalezé w pracy [7]
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Graf G35 tworzymy z grafu G2 poprzez usuniecie z niego naroznikéw priorytetowych
(z def. 25).

Fakt 27. Kaida skladowa spdjnosci grafu Gs jest albo wierzcholkiem izolowanym,
albo Sciezkq, ktorej wierzcholki lezg na linii prostej (kazde dwie krawedzie incydentne
z tym samym wierzcholkiem w pokryciu tréjkgtnym tworzq kat 7).

Fakt 28. Dla kazdego wierzcholka izolowanego v € G3 spelniona jest nieréwnosc:
1 < ws(v) < 2k(v)
a dla kazdego wierzcholka z nalezgcego do jakiejs sciezki prawdziwa jest nierdownosé:
ws(z) < k(2)

Faza 4:

Kazdemu izolowanemu wierzcholkowi v € G przypisujemy min{ws(v), k(v)} koloréw
z pomocniczego zbioru. Jesli ws(v) > k(v) wéwezas dla ustalenia uwagi przyjmijmy,
ze jest to wierzcholek czerwony. v moze pozyczyé brakujace kolory z niebieskiego i
zielonego zbioru bazowego bez powodowania konfliktéw w multikolorowaniu. Graf G4
tworzymy poprzez usuniecie z grafu G wierzchotkow izolowanych.

Faza 5:

Kazda sciezke w grafie G4 kolorujemy uzywajac odpowiedniego algorytmu do koloro-
wania graféw dwudzielnych opisanego w pracach [3] i [9]. Dwupodzial jest nam dany
dzieki definicji 21.

Po tej fazie mamy wlasciwie pomultikolorowany caly graf w czasie stalym przy
uzyciu nie wiecej niz {%W(Gﬂ koloréw. Mozna go zaimplementowaé jako algorytm
réwnolegly w taki sposob, zeby kazdy procesor wymienial statg liczbe wiadomosci z
kazdym ze swoich sasiadow.

4. GRAFY k-DOBRE

Jedli uwaznie przypatrzymy sie algorytmowi z poprzedniego rozdzialu, a takze
wszystkim innym alorytmom opisanym w pracach [1], [2], [3], [5], [6] ,[10] zauwa-
zymy, ze w istotny sposéb pojawiaja sie tam grafy heksagonalne bez tréjkatéw.

Juz na samym poczatku Colin McDiarmid i Bruce Reed zauwazyli, ze grafy te maja
bardzo ciekawe wlasnosci i moga by¢ bardzo istotne w problemie przydzialu czesto-
tliwosci. Wprowadzili oni bardzo ciekawa definicje, ktéra chcialbym tu przytoczyé.

Definicja 29. Przypisanie ¥ : V — {1,... k} nazywamy dobrym w G , jedli dla
kazdego nieparzystego cyklu w G , dla kazdego i € {1,...,k}, istnieje wierzcholek
v € V w tym cyklu taki, ze ¥(v) = i.

Graf G nazywamy k-dobrym jedli takie pokolorowanie w G istnieje.

Lemat 30. Jesli graf heksagonalny bez tréjkgtow jest grafem k-dobrym, wtedy istnieje
jego multikolorowanie o liczbie multichromatycznej 2k dla dowolnego grafu heksago-
nalnego takie, ze kazdy wierzcholek otrzymuje k — 1 koloréw.

Dowéd tego lematu mozna znalezé w pracy [4].
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Co oznacza powyzszy lemat? Jesli stwierdzimy, ze graf jest 9-dobry, to kazdy graf
heksagonalny da si¢ pokolorowaé nie wigcej niz [%W(Gﬂ +o(1). (W jaki to sposéb za-
chodzi pozostawiam jako éwiczenie dla czytelnika.) To jednak, czy tak jest, czy tak nie
jest, niestety wciaz jest nierozstrzygniete. Dopdki tego nie wiadomo trzeba zadowolié
si¢ twierdzeniami, ktore sa juz znane oraz oszacowaniami z nich wynikajacymi.

Co wiecej, jedli znajdziemy konstrukcje takiego k-dobrego kolorowania istnieje w

czasie O(k) (a wigc praktycznie stalym) konstrukcja multikolorowania grafu heksago-
nalnego [ﬁW(G)—‘ + o(1) kolorami.

Zaraz po wprowadzeniu definicji prawdziwy przy pomocy elementarnych metod
okazal sie nastepujacy fakt:

Fakt 31. Kaidy graf heksagonalny bez trojkgtow jest 5-dobry.
W roku 2006 opublikowany zostal takze dowdd nastepujacego twierdzenia:
Twierdzenie 32. Kaidy graf heksagonalny bez trojkgtow jest 7-dobry.

Dowéd, a takze kontrukcje (1) w czasie O(n) — liczby wierzchotkéw, mozna znalezé
w pracy [4].
Natomiast wcigz nierozwiagzana pozostaje bardzo wazna hipoteza:

Hipoteza 33 (C. McDiarmid, B. Reed, 1999). KaZdy heksagonalny graf bez tréjkgtow
jest 9-dobry.

5. PODSUMOWANIE

Reasumujac, problem multikolorowania graféw, a w szczegdlnosci przydziatu cze-
stotliwoéci, jest problemem bardzo ciekawym, a jednoczes$nie szalenie rozwojowym.
W przeciagu ostatnich kilku lat w zasadzie co roku pojawiaja si¢ prace, ktore w istot-
ny sposéb poprawiaja wczesniejsze wyniki. Wiele szlakéw jest jeszcze z pewnoscig
nieprzetartych, wiele twierdzen do udowodnienia, wiele algorytméw do usprawnienia.
Najwazniejszym problemem otwartym w dziedzinie multikolorowania jest wtaénie py-
tanie o oszacowanie gorne na liczbe multichromatyczna, zwlaszcza graféw heksago-
nalnych. Jak juz wspomniane zostalo wczesniej istnieje hipoteza, ze jest to %W(G).

Hipoteza 34. Dia kaZdego grafu heksagonalnego G prawdziwa jest nieréwnosé:

IW (G
(@ < 9 4o

Hipoteza ta jest rownowazna hipotezie 33. Dotychczasowe wysitki matematykéw
kieruja sie wladnie w strone rozwiagzania hipotezy 33. Gdyby okazala si¢ ona prawdzi-
wa, wowczas wiedzieliby$my, ze z dokladnoscia do pewnej stalej (ale nie wigkszej niz
18, co wynika z uwaznego przestudiowania prac [2] i [4]) dla kazdego grafu heksago-
nalnego zachodzi réwnoéc¢:

IW(G)
(@) = =g
Niestety wszystkie dotychczasowe proby jej udowodnienia na nic si¢ zdaly, a nawet
wydaje sie, ze obecnie matematycy nie sa nawet choéby blisko tej hipotezy. By¢ moze
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czeka ona na zastosowanie jaki§ zaawansowanych narzedzi z poza dziedziny teorii
graféw. Niemniej moze by¢ motorem napedowym do rozwijania si¢ matematyki.
Oproécz graféw heksagonalnych takze inne rodzaje graféw sg bardzo istotne. Uwaz-
ny czytelnik na pewno zwréci uwage na to, ze sie¢ radiowa nie zawsze bedzie mogtla
by¢ skonstruwana w taki sposéb, aby tworzyla idealny graf heksagonalny. W terenach
gérzystych, badz wysoko zurbanizowanych, graf bedzie musial wygladac¢ zupelnie ina-
czej, zeby podstawowe zadania telefonii komoérkowej mogty by¢ spetnione. W praktyce
zawsze dazy sie do uzyskania grafu idealnie heksagonalnego, niemniej czesto zdarza sie,
ze jego struktura jest znaczaco zaburzona, a to sprawia, ze standardowe, wspomniane
wezesniej algorytmy nie nadaja sie w takim przypadku do multikolorowania takiej sie-
ci. Dlatego tez bardzo waznym kierunkiem rozwoju dziedziny multikolorowania bedzie
oszacowanie liczby multichromatycznej, a takze znalezienie dobrych algorytméw do
multikolorowania innych rodzajéw graféw. Najbardziej oczekiwanym wynikiem byto-
by jakie$ twierdzenie dla graféw planarnych, na wzor twierdzenia o czterech kolorach.
Jedyne znane nietrywialne oszacowanie jakie znamy dla graféw planarnych to:

Twierdzenie 35. Dla kazdego grafu planarnego G zachodzi nieréwnosé:

(@) < [FWO)

Niestety dowodd korzysta w istotny sposéb z twierdzenia o czterech kolorach, co,
jak wiadomo, wielu matematykom nie odpowiada.
Inny warty zauwazenia rezultat to nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 36. Dla kaZdego grafu G , ktory jest k-kolorowalny i nie posiada izo-
lowanych wierzcholkow, zachodzi nieréwnosc:

Xn(G) < S W5(G)

Poza tymi oszacowaniami, a takze wynikami doktadnymi dla cykli, graféw dwu-

dzielnych, graféw zewnatrzplanarnych, w zasadzie niewiele wiadomo na temat multi-
kolorowania w ogoéle.
Co ciekawe, wspomniane przeze mnie wczesniej wyniki, w zasadzie niemal wszystkie,
posiadaja dowody, ktore sa zarazem konstrukcjami odpowiednich multikolorowan. By¢
moze jest to spowodowane tym, ze po tym jak Bruce Reed i Colin McDiarmid roz-
krecili te galaz matematyki, a nastepnie pozostawili nie pracujac w tej dziedzinie,
multikolorowaniem zajmowali sie giéwnie informatycy. Gdyby wiec za odpowiednie
twierdzenia wzieli sie matematycy, ktorzy uznaja rowniez inne techniki niz konstruk-
cja algorytméw, by¢ moze pojawiloby sie S$wieze spojrzenie, a wraz z nim nowe, wazne
wyniki. Telefonia komoérkowa tylko na to czeka.
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