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1. Wyklad 1: Prosty spacer losowy z barierami

Wstep

WyobraZzmy sobie osobnika namietnie oddajacego sie grze w rzut moneta. Za kazdego
wyrzuconego orta kasyno wyptaca mu $1, natomiast za kazdg wyrzucong reszke musi oddaé
$1. Osobnik ten jest typem spod wyjatkowo ciemnej gwiazdy, dlatego tez hazard nie jest
jego jedynym natogiem. Rzucajac po raz kolejny monetg lubi topi¢ swojg frustracje i nerwy
w alkoholu, dlatego rzadko kiedy wraca do domu trzezwy. Ze wzgledu na swoj stan wracajac
wykonuje losowo krok do przodu lub do tytu z pewnymi prawdopodobienistwami (zaktadamy,
ze mozliwy jest powr6t do domu po linii prostej — chodzenie w stanie upojenia alkoholowego
po linii prostej jest i tak wystarczajaco trudne). Bedziemy zastanawiaé¢ sie miedzy innymi
nad tym jak prawdopodobne jest, ze przegra on wszystkie przyniesione do kasyna pienia-
dze. Ponadto przekonamy sie¢, ze w pewnych okolicznosciach, opusciwszy kasyno w stanie
bachicznego natchnienia, nasz bohater najprawdopodobniej do niego powrdci.

1.1. Prosty spacer losowy

Podczas tego wyktadu bedziemy zaktadaé, ze X1, Xo, ... jest ciagiem niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowym rozkladzie prawdopodobienstwa (zmienne takie nazywamy w
skrocie iid) takim, ze dla kazdego i € N

Y 1, z prawdopodobienstwem p
'l =1, =z prawdopodobieristwem q¢ =1 — p.

Definicja 1.1. Prostym spacerem losowym (oznaczanym PSL) nazywamy ciag zmiennych
losowych

n
Sn =50+ Z Xi,
i=1
gdzie Sy jest pewna stalg.
Szczegdlny przypadek PSL dlap =q = % nazywamy symetrycznym PSL (Pearson).

Whiosek 1.2. Jako oczywisty wniosek z definicji otrzymujemy nastepujacy wzor rekuren-
cyjny:
Sn+l = Sn + Xn+1-

Spacer losowy wygodnie jest reprezentowa¢ w postaci wykresu w dwuwymiarowym ukta-
dzie wspotrzednych. O$ odcietych oznacza wowczas ,czas”’, natomiast o$ rzednych ,pozycje”
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w spacerze losowym (Rysunek 1.1). Wykres taki bedziemy nazywaé trajektoria spaceru
losowego.

ANIR
N T

Rysunek 1.1. Trajektoria spaceru losowego.

Twierdzenie 1.3 (Wtasnosci PSL).
Niech Sy, bedzie PSL. Zachodzq wowczas nastepujgce wtasnosci:
1. Jednorodnosé przestrzenna.

P(S,=jlSo=a)=P(S,=j+b|So=a+0)
2. Jednorodno$é czasowa.
P(Sp = jlSo = a) =P (Sptn = j|Sm = a)
3. Wtasnosé Markowa.

P (Sern = j|507 Sla ceey Sm) = ]P)(Sm+n = ]|Sm)
Dowdd. 1.

P(Sn:ﬂsoza):P(ZXi:j—a) =P(Sh=J+b[So=a+b)
=1

n n+m
P(Sn:j|30:a):IP’<ZXi:j—a> :P< Z Xi:j—CL) =
=1

i=m-+1

3. Jezeli znamy wartosé Sy, to rozktad S, 1, zalezy tylko od wartosci Xp41, ... Xm+n-
O

Odnoszac sie do analogii ze wstepu, wlasnosé¢ pierwsza mozna interpretowac nastepujaco:
pijak wracajacy z baru chwieje sie tak samo, niezaleznie od tego gdzie sie znajduje. Co
wiecej (wlasnosé¢ druga), bedzie on mial taki sam problem z zachowaniem kierunku marszu
niezaleznie od tego jak dawno opuscit bar (matematyka zajmuje sie modelami idealnymi — w
zwiazku z tym np. stan upojenia alkoholowego jest permanentny, przez co nie istnieje réwniez
kac). Porzuciwszy interpretacje barowa wlasnosé trzecia mozna skwitowaé filozoficznym
stwierdzeniem ,przysztos¢ zalezy od przesztosci tylko poprzez terazniejszosé”.
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1.2. Bariery pochlaniajace

Wyobrazmy sobie, ze idziemy do kasyna z silnym postanowieniem zdobycia pieniedzy
na samochod, ktory kosztuje $N (poniewaz samochody sa drogie N bedzie duze). Kasyno
opuszczamy z chwila wygrania zatozonej kwoty. Oczywiscie nic tam po nas, jesli wszystko
przegramy — wtedy nie pozostaje nam nic innego jak rowniez powrét do domu (na piechote).
W takich sytuacjach méwimy o spacerze losowym z barierami pochtaniajacymi (lewa w 0 i
prawa w N).

Przykltad 1.4. Gracz zaczyna gre z kapitatem k, 0 < k < N i koniczy gre z chwila wy-

grania kwoty N lub przegrania wszystkich pieniedzy. Interesuje nas prawdopodobienistwo

bankructwa graczal.

Niech Aj oznacza zdarzenie, ze gracz zaczynajacy z kapitatem k przegra wszystkie pie-
niadze, czyli dojdzie do 0 zanim dojdzie do N. Niech pr = P(Ag). Sformulowanie pro-
blemu podpowiada nam nastepujace warunki brzegowe: pg = 1, py = 0. Woéwcezas dla
1<k <N —1mamy

pe =P (A X1 =1)p+ P (Ax| X1 = —1) ¢ = pprs1 + @pr—1
Dla tego réwnania rekurencyjnego otrzymujemy nastepujace réwnanie charakterystyczne:

pr’ —x+q=0,
ktorego pierwiastkami sa 1 = 11 29 = %.
Rozwazmy teraz dwa przypadki:

(a) p#q

7 zalozenie mamy x1 # T2, zatem
pr = Az¥ + Bab.
7 warunkéw poczatkowych otrzymujemy uktad réwnan

1=A+B
{0:A+B(QN

Rozwigzanie uktadu réwnan daje nam wynik

(&) -(3)

Pr =

(b) p=gq

7 zalozenia mamy z1 = xo = 1, zatem

pr = A+ Bk.

! Roéwnie dobrze moglibysmy pytaé¢ o prawdopodobienstwo wygrania pieniedzy na samochéd, jednak
bedziemy przewaznie pytali o prawdopodobieristwo bankructwa. Prawdopodobnie wynika to z zawistnej
natury ludzkiej.



Z warunkéw poczatkowych otrzymujemy uktad réownan

1=A
0=A+ BN
Rozwigzanie uktadu réwnan daje nam wynik

k

:1——
Dk N

Przyklad 1.5. Tym razem pytamy o oczekiwany czas gry z Przyktadu 1.4. Niech Hy
oznacza liczbe krokéw wykonanych do momentu osiagniecia ktorejkolwiek z barier pod wa-
runkiem, ze zaczynamy w k oraz niech

Dy, =E (Hy).

Ponadto z warunkéw zadania mamy Dy = Dy = 0.
Dla kazdego 1 <k < N — 1 mamy

Dy =E(Hg| X1 =1)p+E(Hg| X1 =-1)¢= (Dgy1 + 1)p+ (Dg—1 + 1)g,

Dy =pDyy1+qD1 + 1.

Niech p # q. Przypu$émy, ze rozwiazanie jest postaci Dy = ak, gdzie a jest pewnag stala.
Woéwcezas

ak =pa(k+ 1)+ qa(k — 1)+ 1 = kpa + pa + kqa — qa + 1 = ak + pa — qa + 1

pa—qga+1=0

Zatem Dy = ﬁ jest szczegblnym rozwiazaniem rownania Dy = pDyi1 + qDg—1 + 1.
Na podstawie Przyktadu 1.4 wiemy, ze rozwiazanie ogblne réwnania jednorodnego jest po-
staci A+ B %, zatem rozwigzanie naszego rownania rekurencyjnego bedzie postaci

k q K
A+ B[ =
o AT (p)

Z warunkéw poczatkowych otrzymujemy

Dy, =

0=A+B
{ 0:%+A+B(g)N,

a stad




Zatem

Zajmiemy sie teraz przypadkiem symetrycznym, p = ¢ = % Woéwezas Dy = Dy_p 1
réwnanie rekurencyjne jest postaci

Dy —Dg1 = Dyy1— Dp+2
Oznaczmy By, = Dy — Dy_1.
By = Bg41 +2
By =D,
By =—-Dy_1=-D
Bi=By+2(N-1)=Dy=Dy_1=N-1
By =Bn+2(N—k)=N-2k+1
Dy=By+Dy=N—-3+N—-1=2(N—-2)=Dy_s

Udowodnimy indukcyjnie, ze Dy = k(N — k).

Dy=By+ Dy 1=N-2k+1+(k—1)(N—-k+1)=k(N —k)

1.3. Bariery odpychajace

Wezmy teraz pod uwage nastepujaca sytuacje: grajacy ma bogatego wuja, ktory, w zalez-
nosci od nastroju, przesyta z prawdopodobienistwem p siostrzenicowi marnotrawnemu $1 gdy
ten przegra wszystkie swoje pieniadze. Méwimy wtedy, ze dolna bariera jest odpychajaca.

Przyktad 1.6. Niech S, bedzie PSL z dolng bariera odpychajaca, a gorng pochtaniajaca,
czyli
P(SnJrl = 1|Sn = 0) =D,
P(Spt1=0[S, =0)=¢g=1—np.
Niech G} oznacza liczbe krokéw wykonanych do momentu osiagniecia gérnej bariery pod
warunkiem, ze zaczynamy w k. Niech Fj = E(Gj). Rownanie rekurencyjne dla tego

przyktadu jest takie samo jak w Przyktadzie 1.5, jednak z innymi warunkami poczatkowymi:
Fn =0, Fo =p(F1+1) +q(Fp+1).



2. Wyktad 2: PSL — metoda zliczania Sciezek
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Bedziemy dalej studiowaé zachowania osobnika, ktérego gra zajmowali$émy sie na Wy-
ktadzie 1. Tym razem bardziej interesowa¢ nas beda jego pelne wrazeri wedréwki w stanie
upojenia (np. zwyciestwo w kasynie). Dowiemy sie, ze jego kochajaca (lub nie) zona moze
mie¢ spore problemy z odnalezieniem swojego meza, jesli go nie zastanie w kasynie, poniewaz
w trakcie wedrowek, pomiedzy przegrywaniem kolejnych dolaréw, odwiedza on wszystkich
mozliwych znajomych i nieznajomych. Ponadto dowiemy sie w jaki sposéb nalezy obstawiaé
zwyciestwo jednego z kandydatow w wyborach w trakcie kolejnego wyczytywania gtosow,
ktore otrzymali.

2.1. Zasada odbicia

Niech X7, Xo,... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym roz-
ktadzie prawdopodobienstwa (iid):

Y { 1 z prawdopodobienistem p
=

-1 z prawdopodobienistem ¢ =1 —p
Rozwazmy prosty spacer losowy

Sp = So + Zn:Xz'
i—1

Zaktadajac, ze zaczynamy w punkcie Sy = a mozemy policzyé¢ prawdopodobieristwo, ze po
n krokach znajdziemy sie w punkcie b:

ps=0= (1) v = (})rd 2.1)

r
——
Np/(a,b)
gdzie
n+b—a n—b+a
r= =
2 2

Definicja 2.1. Liczbe wszystkich trajektorii (Sciezek) od a do b w n krokach bedziemy
oznaczaé przez Ny(a,b). Liczbe wszystkich trajektorii (Sciezek) od a do b w n krokach
przecinajacych o$ OX bedziemy oznaczaé przez NO(a,b).



Zasada 2.2 (Zasada odbicia). Liczba wszystkich trajektorii od a do b, ktoére przecinaja o$
OX, jest réwna liczbie wszystkich trajektorii od —a do b. Innymi stowy:

N(a,b) = Ny,(—a,b)

Dowdd. Niech m bedzie dowolna trajektoria z a do b. Przez (kr,0) oznaczmy punkt pierw-
szego kontaktu 7 z osig OX. Niech n’ bedzie trajektoria powstala poprzez odbicie m wzgle-
dem OX na odcinku od 0 do (kr,0). Wowczas 7' jest trajektoria od —a do b, a powyzsze

przyporzadkowanie bijekcja pomiedzy zbiorami NP (a,b) i N,(—a,b) O
T
: n
= 0)
7'

Rysunek 2.1. Odbijanie $ciezki od (0,0) do (k,0)

Wnhniosek 2.3 (Whitworth 1878 — Ballot Theorem). Niech b > 0. Liczba $ciezek z (0,0) do
(n,b), ktore na odcinku < (1,0), (n,0) > nie przecinaja osi OX wynosi:

b b/ n
O N (0,b) = =~
00 =1L



Dowdd. Zauwazmy, ze pierwszy ruch musi by¢ na pozycje (1,1). Mamy zatem:

Npo1(1,6) = N9 (1,0) 22 Nyo1(1,6) — N1 (—1,0) 2

:(;m:q;z—n>_<;m1:¥z+n>:
(n—1)! (n—1)!

Cn—2+0)(n—1-Ln-2+0) En+b)n—1-Sn+b)
(n—1)! (n—1)!

TG = Din—tm+b)) GmAb)n—1-In+b) (22)
-0+ =D ketb)
Gn+d)ln—L1n+b)  Gm+b)(n—3i(n+b))
1/1 1 n!
:n<%"+m_m_2@+m>@m+mﬂm—;m+mﬁ:
b n b
=2 (4 n) =200
O

Zadanie 2.4. Mamy dwéch kandydatéw startujacych w wyborach prezydenckich o imionach
Kaczor i Donald. Kaczor otrzymal a gloséw, a Donald 3, gdzie (co skadinad wiemy) a > (.
Co wiecej caly naréd uczestniczyl w nastepujacej grze: w trakcie wieczoru wyborczego
podczas wyczytywania (i liczenia) gtosow oddanych na kandydatow, zaktady bukmacherskie
pozwalaja obstawiaé¢ (np. przez internet) zwyciezce. Potrzebuja jednak algorytmu (wszystko
musi odbywac sie w czasie rzeczywistym), ktory pozwoli im ustali¢ takie stawki, aby na tym
zarobi¢. Na razie wiedza jedynie jakie jest prawdopodobienstwo, ze podczas wyczytywania
gltosow Kaczor bedzie prowadzil:

_ #{Wszystkie Sciezki od (0,0) do (a + 3, — (3) nie przecinajace osi OX} o —f3

P —
#{Wszystkie $ciezki od (0,0) do (a + B, — )} a+ 3

2.2. Powroty do osi

Mozna sobie postawié¢ pytanie: jakie jest prawdopodobieiistwo, ze spacer poza kasynem
bedzie mial dtugosé przynajmniej n?

Whniosek 2.5. Jesli Sy = 0, to dla kazdego n > 1 mamy:

P@3¢QHWSWJ¢an=m:Jngn=w

1
Dowdd. Niech b > 0. Wtedy
P(S1#0,...,5,-1#0,5,=0b) = %Nn(o,b)p%bq z =—P(S,=0b)
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Analogicznie mozemy stwierdzi¢, ze dla b < 0 zachodzi
—b
P (Sl 7é 0,...,5 1 7é 0,8, = b) = WNn(O’ —b)prqT

zatem ogblny wzoér zapisujemy jako

6]

]P)(Sl #077Sn—17£075n:b)ﬁp(sn:b)

P(S1#0,...,8 #0) =Y P(S1#0,...,8-1#0,8,=b) =

b
=Y e(s, = 0= (s,
b

O
Oznaczmy przez M, maksymalng wartos¢ jaka osiagnie S; na odcinku do 0 do n:
M, = 012%1{51}
Dla Sy = 0 mamy oczywiscie M,, > 0.
Twierdzenie 2.6.
Dla kazdego r > 1 mamy:
P (S, =b) b>r
P (M, > 7Sn =0b) = r— -
(Mn 27 ) { (4) bIP’(Sn:2r—b) b<r
Whiosek 2.7. Dla p = ¢ mamy:
P(M,>r)=P(S,>r)+P(S,>r+1)
Dowad.
06 n r—1 D r—b
PMy,>r)=>» P(M,>r,S,=0b)=» P(S,=0b)+ <> P(S,=2r—»5) =
=P(S, >+ Y. (p> P(Sp=c)=P(Sy >7r)+P(S, >r+1)
c=r+1 q
O

Dowdd Twierdzenia 2.6. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé¢ , ze r > 11 b < r. Niech
N (0,b) oznacza liczbe $ciezek 7 z (0,0) do (n,b), ktore przecinaja prosta y = r. Ponadto
niech i = ming, e {i}. Mozemy symetrycznie odbi¢ wzgledem prostej y = 7 segment
$ciezki dla i, <z < n. Tak okreslone przeksztatcenie wyznacza bijekcje miedzy zbiorami.

N7 (0,b) = N, (0,2r — b)

12



Rysunek 2.2. Odbicie symetryczne $ciezki wzgledem prostej y = r

Woéwcezas:

r—>b
P (M, >r,S, =b) = N'(0,b)p"3 ¢"F = <q> N (0,21 — b)p™ 2" =
p

= <z>r_bﬂ»(sn =2r —b)

2.3. Zagadnienie pierwszych odwiedzin

W niniejszym rozdziale opisane zostanie prawdopodobienistwo zdarzenia, ze startujac z
(0,0) osiagniemy punkt b > 0 po raz pierwszy w n-tym kroku.

Definicja 2.8. Niech fj,(n) oznacza prawdopodobieristwo, ze startujac z 0 trafimy w punkt
b po raz pierwszy w n-tym kroku (n > 1).

f(n)— IP’(SO:O,Sl,...,Sn_l<b,Sn:b) b>0
WYY P(So=0,51,...,8.-1 > b,5, =b) b<0

Twierdzenie 2.9 (Hitting time Theorem).

Up (s, =
P (S, =)

fo(n) =

Dowdd. Ograniczymy sie do dowodu dla b > 0. Korzystajac z definicji dla b < 0 dowod
przebiega analogicznie.

Fn) BEP(My_y =Sy 1=b—1,8,=b) =

=P (Sp=bMp_1=S5,1=b—1)P(My_y=S8,_1=b—1) =
=pP(Mp_1 >b—1,81=b—1)—P(My_1 >b,S,_1=b—1)] =

13



n+b—2 s(n+b
n—1 n—1 1 1
_ o 5(n+b) 5(n—=b) _
<<é(n+b—2>> <%<n+b)>>p2 -
2 DN (0, b)p3mHghn ) —
n
21 b
= —]P) n =
“p (5, =)

Technika odwracania

Poprzednie twierdzenie jest w swojej tezie bardzo podobne do Wniosku 2.5. Podobien-
stwo to nie jest przypadkowe i ponizej zostanie przedstawiona technika (tzw. technika od-
wracania spaceru losowego), ktora pokaze, ze w istocie oba te twierdzenia sa dualne.

Definicja 2.10 (Odwracanie spaceru losowego). Dla niezaleznych zmiennych losowych X7, Xo, . ..

o jednakowym rozktadzie (iid) odwroceniem spaceru losowego (sktadajacego sie z n krokow):

n
{O,Sl,SQ,...,Sn} = {O,Xl,Xl —|—X2,...,ZX¢}
=1

nazywamy nastepujacy spacer (n-krokowy):

{07T17T27"’7Tn} = {O7Xn7Xn+Xn—17”'7ZX’i}
i=1

wyjéciowa Sciezka

odwrécona Sciezka

Rysunek 2.3. Technika odwracania

14



Zauwazmy, ze na podstawie powyzszej definicji mozemy przeformulowaé jedno twierdze-
nie w drugie. Czylidlan—1>4¢> 1:

Styee S #£0, 8, =b<=1T,=bT,—-T, ;, =X1+...+X; >0
To oznacza, ze pierwsza wizyta w b dla odwréconego spaceru nastapi w chwili n, zatem:
P(S1,...,5, #0,5, =0b) = fp(n)

Zasade te mozna wykorzysta¢ do obliczenia $redniej liczby wizyt w b do pierwszego
powrotu do 0.

wup = E (#wizyt w b przed pierwszym powrotem do 0) =
=E (ZIn> =Y E(I)=> 1:P(I,=1)=) P(S1,...,5 #0,8, =b) =
n=1 n=1 n=1 n=1

=> foiln) =P (@n: S, =b) = f;
n=1
Gdzie I, jest zmienna indykatorowa:

L[ adySiA0. 8 £0,5, =)
"1 0 w pozostatych przypadkach

Powyzsze uwagi prowadza do nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 2.11.
Jesli p = q, to dla dowolnego b > 0 zachodzi p, = 1.

Powyzsze rozwazania mozna zinterpretowaé¢ w nastepujacy sposob: Rzucamy moneta az
liczba ortéw zréowna sie z liczba reszek. Gracz dostaje wyplate za kazdym razem, gdy réznica
miedzy liczbg ortéow i reszek wynosi b. Zgodnie z twierdzeniem, aby gra byla sprawiedliwa,
optata za nig musi wynosi¢ 1 niezaleznie od tego ile wynosi b.



3. Wyklad 3: Funkcje tworzace

Dokoriczenie poprzedniego wyktadu

Zalozmy, ze Sy =0, p = % Niech T5,, oznacza czas ostatniej wizyty w punkcie 0 w ciagu
pierwszych 2n krokéw. Ponadto oznaczmy ag,(2k) = P (Ta, = 2k).

Twierdzenie 3.1 (Prawo arcusa sinusa).
on(2k) =P (S, = 0) - P (Son—2k = 0) = ugg - Uzn—2k

Przed rozpoczeciem dowodu zauwazmy, ze

_— (2k> <1>2’“ Vark - (2k)%* e
=\ k 2 (V2rk - kF - e=F)2 . 92k  rk

zatem dla duzych k i n — k mamy
1

agn(2k’) ~ m

Ponadto zauwazmy, ze

2
= — arcsin (V).
™

Jesli przeformutujemy problem na jezyk ortéow i reszek, to moga zadziwi¢ nas nastepujace
zaskoczatka:
1) Intuicja podpowiada, ze ostatnie zroéwnanie sie liczby ortéw i liczby reszek powinno mieé
miejsce pod koniec eksperymentu, ale ag,(2k) = a9, (2n — 2k). Dla przykladu mamy:

2n 9
< — | = > —
P <T2n = 10> P <T2n =2 10(2n))

oraz

16



2) Intuicyjnym jest rowniez, ze powinno by¢ duzo zréwnan liczby ortow i reszek podczas
eksperymentu, ale

1 2 2 1 1
P(Ty, <n)= 2 P <T2n < n) ~ = arcsin ( 10> ~ =

s

Dowdd twierdzenia 3.1.

Oégn(Qk) = P(Tgn = 2]{3) =P (Sgk = 0, Sgk+1 et Sgn 7’5 0) =
=P (Sor=0)-P(S1-...-Sop_or #0) =
=P (S = 0) - P (S2n2x = 0)
Gdzie rownosé¢ * wynika z zadania domowego 2.9. O

3.1. Funkcje tworzace

Definicja 3.2. Funkcje
o0
Ga(s) = Z aisi
i=0

nazywamy funkcja tworzaca dla danego ciagu a = (ap, a1, ...). Funkcje

> aisi
Ea(s) = Z il

=0

nazywamy wyktadnicza funkcja tworzaca dla danego ciagu a.

Definicja 3.3. Splotem (konwolucja) danych dwoch ciagéw a i b nazywamy taki ciag ¢ =

axb, ze
n
Cp = g aibp—;
i=0

Ponadto jest jasne, ze G¢ = G4 - Gp.

Przyklad 3.4. Niech dane beda takie dwa skoniczone ciagi ai b, ze a; = b; = (?) = Gp—j,
dlai=20,1,...,n. Niech c = ax*a, a zatem ¢, = Zf:o (")2 dla k =0,1,...,n. Mamy wtedy

i

Gols) = (Ga(s)? = (1482 = (1 + )" =3 (2.”)

()50

(2

czyli z definicji 3.3

dla kazdego k = 0,1, ..., n.



Definicja 3.5. Niech X € Z bedzie zmienna losowa. Wowczas funkcje
Gx(s)=E (sX) = ZsiP (X =1i)= Zsipi = Gp(s)
i i

nazywamy funkcjg tworzgca prawdopodobieristwa zmiennej losowej X .

Przyklad 3.6. Dla rozktadu Poissona:
G(s) = M=)
Przyklad 3.7. Dla rozktadu geometrycznego

ps
Gl = 1= s(1—p)

3.1.1. Liczenie momentow

Okazuje sie, ze funkcje tworzace sg bardzo przydatne w liczeniu kolenych momentow
zmiennych losowych dyskretnych.

Definicja 3.8. Spadajacym iloczynem nazywaé bedziemy wartosé

a!
(a—F)!

(a)r =

Definicja 3.9. Wartos¢ E ((X), ) bedziemy nazywali k-tym momentem silniowym zmiennej
losowej X.

W terminach momentéw silniowych mozna z tatwoscia opisaé¢ wariancje:
Var(X) = E((X),) + E(X) — (E(X))

Twierdzenie 3.10.
Niech X bedzie dyskretng zmienng losowq o funkcji tworzqcej G(s). Wtedy

E ((X),) = " (1),
gdzie
G® (1) = lin% G")(s),

gdy promieri zbieinosci szeregu jest rowny 1.

Dowdd. Niech s < 1. Po obliczeniu k-tej pochodnej mamy:
G(’f)(s) _ Z sk (i)upi = E (3X7k(X)k>

Dla s — 1 z twierdzenia Abela dla szeregéw nieskoriczonych mamy:

GH(1) = lim GW (s) = E((X),).
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3.1.2. Sumy zmiennych niezaleznych

Funkcje tworzace utatwiaja takze okreslanie rozktadéw sum niezaleznych zmiennych lo-
sowych. Jest tak dzieki prostej zaleznosci opisanej w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 3.11.
Niech X,Y bedqg niezaleznymi dyskretnymi zmiennymi losowymi. Wiedy
Gx+y(s) = Gx(s)Gy(s)

Dowdd. 7 niezaleznosci X i Y zmienne losowe s~ i s¥ sa réwniez niezalezne, wiec

E (SXSY) =E (SX) E (SY)
O

Przyktad 3.12. Niech S,, bedzie zmienna losowa o rozktadzie dwumianowym Bin(n,p).
Wtedy oczywiscie S, = > | X;, gdzie X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi zero—jedynkowymi
przyjmujacymi wartos¢ 1 z prawdopodobieistwem p i warto$¢ 0 z prawdopodobieristwem
q=1—p. Czyli dla dowolnego i mamy Gy, = s%q + s'p = ¢ + ps. Ostatecznie, korzystajac

z twierdzenia 3.11:

Gs,(s) = (Gx,(9))" = (¢ +ps)"
A co jesli zmienna losowa jest sumg losowej liczby niezaleznych zmiennych losowych?

Twierdzenie 3.13.

Niech X1, Xo,... bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie (iid).
Oznaczmy Gx, = G dlai = 1,2.... Niech N € {0,1,2,...} bedzie zmienng losowq nie-
zalezng od X1, Xs,... oraz S = X1+ Xo+ ...+ Xy. Przy tych oznaczeniach zachodzi
rownosé

Gs(s) = Gn (G(s)) -

Dowdd. Gg(s) = E (ss) =E(E (sS|N)). Czyli z niezaleznosci zmiennych N i X, Xo,...
oraz definicji wartosci oczekiwanej:

Gs(s)=) E(s")P(ON=n
= Zn:E (s¥ 1ttt Xn) P (N = n)
= En:E(le)...E(an)P(N:n)
= 2:: (G(9)"P(N =n)

LGN (G(s).
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Przyktad 3.14. Kura znosi N jaj, gdzie N jest zmienna losowa o rozktadzie Poissona
Po()). Z kazdego z jaj z prawdopodobienstwem p wykluwa sie kurczak, natomiast z praw-
dopodobienistwem ¢ = 1 — p nie wykluwa sie nic. Mozna zadaé¢ pytanie:  lle wykluje sie
kurczat?”. Bedzie to pytanie o rozktad zmiennej losowej S = ZZ]\L 1 X;. Skoro:

AN
Gu(s) =3 St st = A6

, 7!
=0

oraz

wiec z twierdzenia 3.13
Gs(s) = Gy (G (s)) = eMatrs=1) — p(s—1),

Czyli ostatecznie S ma rozktad Poissona Po(\p).

3.1.3. Zastosowanie dla spaceréw losowych

,Po obfitej jajecznicy mozemy wyj$¢ na spacer”. W spacerze losowym o punkcie poczat-
kowym w zerze (Sp = 0) zdefiniujmy czas, po ktéorym po raz pierwszy wrocimy do punktu
wyjscia, czyli: Top = min{S, =0:n > 1}. Oczywiscie Ty € {2,4,...} U {oo}. Chcemy
znalez¢ rozktad tej zmiennej losowej. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

fo(0)=0
fg(n):P(T():n):P(Sl,,Sn—l?é(),sn:()), dlanz 1
po(n) =P (S, =0)

Przy tych oznaczeniach zmienne losowe Ty i S, maja funkcje tworzace:
oo
Po(s) =Y po(n)s"
n=0

Fy(s) =Y _ fo(n)s"
n=0

Twierdzenie 3.15.
Nastepujgce réwnosci sqg prawdziwe:
(CL) Py=1+ BF,

(b) Po(s) = \/ﬁ
(¢) Fo(s) =1—+/1—4pgs?

Dowdd. Udowodnijmy najpierw punkt (a) twierdzenia. Zauwazmy, ze dla dowolnego n > 1
n
po(n) = folk)po(n — k),
k=1
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gdyz jesli w k-tej chwili jesteSmy w punkcie wyjsciowym, to tak, jak bysmy zaczynali spacer
od nowa. Czyli, méwiac nieformalnie, sumujemy po wszystkich momentach bycia wczesniej
W zerze po raz pierwszy, a potem ,resetujemy’ czas.

Korzystajac z operacji splotu, funkcji tworzacych Py i Fyy oraz pamietajac, ze po(0) = 1
i fo(0) = 0 mamy:

Py(s) —1= Zpo(n)s” -1= Zpo(n)s" =
n=0 n=1

= ( fo(k)po(n — k)) s =
1

k=

= (Z fO(m1)5m1> <Z PO(m2)8m2> = Fo(s)Po(s)-

mi=1 mo=0

Punkt (b) twierdzenia wynika z tego, iz

i) = (1) %

Ostatecznie, korzystajac z rozwiazania zadania domowego 3.6 mamy:

w3

1

po(s) = ———
(#) /1 — 4pgs?
Punkt (¢), po prostych przeliczeniach, wynika bezposrednio z (a) i (b). O

Wnhniosek 3.16. (i) Jesli p = q = % to z prawdopodobienistwem 1 wrocimy do punktu
wyjscia gdyz:

Y fon)=F(1)=1—y/1—dpg=1—/(p—q)>=1—Ip—
n=1

(ii) Dla p = % wartos$¢ oczekiwana czasu powrotu jest nieskoriczona, gdyz skoro:

! 2s
lim (1- /T 4pgs?) = lim ——— —oc,
1 ) =t 7

wiee E (Tp) = F{(1) = oo.



4. Wyklad 4: Funkcje tworzace. Procesy galazkowe

Wprowadzenie

Kontynuujac nasz spacer sprobujemy w sposéb matematyczny spojrzeé¢ na zjawisko déja
vu, wstapimy do kasyna, by oddaé¢ sie po raz kolejny dobrze nam znanej, lecz wcigz nie-
zmiernie fascynujacej grze w orta i reszke, a kiedy w koncu wreszcie wyjdziemy na zero
przyjrzymy sie blizej niezwyklej populacji monet.

4.1. Funkcje tworzace (dokonczenie)

4.1.1. Moment pierwszych odwiedzin

Bywa tak, ze wstepujac do lokalu odnosimy wrazenie, ze miejsce to jest nam dziwnie
znajome — znajome stoliki, znajome wnetrze, znajomy barman. . . — zupelnie tak, jakbysmy
kiedy$ juz tu byli. Zaczynamy sie wtedy zastanawiaé: kiedy to byto? Jedli nie jest to tylko
ztudzenie (tzw. déja vu), to w znalezieniu odpowiedzi na to pytanie moze nam pomoc aparat
funkcji tworzacych.

Niech

fr(n)=P(S1#7r,...,8—1#7r,S, =)
oznacza prawdopodobienistwo, ze punkt r osiggniemy po raz pierwszy w n-tym kroku. Funk-
cje tworzaca tego ciggu oznaczmy przez

Fe(s) =Y _ fr(n)s™
n=1

Zwroémy uwage, ze moze zachodzi¢ F,.(1) < 1, poniewaz moze sie zdarzy¢, ze nigdy nie
osiagniemy punktu r (istnieja spacery, ktore nie docieraja do r).

Twierdzenie 4.1.
Zachodzqg nastepujgce rownosci:

(a) Fr.(s) = (Fi(s))" dlar > 1.

_ 1—4/1—4pgs?

(b) Fi(s) = —55——

Intuicyjnie czes¢ (a) tego twierdzenia nalezy rozumie¢ w ten sposob, ze aby dojsé do
punktu r musimy wpierw pokonaé¢ dystans jednego kroku w prawo, potem kolejny taki sam
dystans i tak dalej (,krok po kroku” albo inaczej ,ziarnko do ziarnka az zbierze sie miarka”).
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Dowow twierdzenia 4.1.  (a) Znajdzmy prawdopodobienstwo, ze w n-tym kroku po raz
pierwszy pojawimy sie w punkcie r. Dla r = 1 teza jest oczywista. W dalszej czesci
dowodu bedziemy zaktadaé¢, ze r > 1. Korzystajac ze wzoru na prawdopodobieristwo
catkowite otrzymujemy:

Zﬁ ) fro1(n— k)

(aby dojs¢ z zera do r, musimy najpierw dojs¢ do punktu 1 w k krokach, a nastepnie w n—
k krokach z punktu 1 do punktu r). Po pomnozeniu obustronnie przez s" i zsumowaniu
po n dostajemy

oo nN—

[e's) 1
> fr(n)s” fi(k) fro1(n — k)s™,
n=1

n=1k=1

co 7z kolei ze wzoru na mnozenie szeregéw mozemy dalej przeksztalci¢ na

> fr(n)s" = (Zfrl )Zﬁ ;

czyli
F.(s) = Fr_1(s)Fi(s).

Postepujac analogicznie dla F,_1(s), Fyr_2(s)...otrzymujemy teze.

(b) Niech zmienna losowa T, = min{n: S, = r} oznacza moment pierwszej wizyty
w punkcie r. Prawdopodobieiistwo, ze do 1 dojdziemy w pierwszym kroku, jest oczywi-
cie rtowne P (Ty = 1) = f1(1) = p. Niech teraz n > 1. Ze wzoru na prawdopodobienstwo
calkowite

]P>(T1:n):P(len\Xl:1)p+IP>(T1:n]X1:—1)q.

=0

Prawdopodobienstwo P (77 = n|X; = 1) jest zerowe, gdyz, jesli zrobiliSmy pierwszy krok
w prawo, to znaczy, ze przybyliémy do punktu 1 ,za wczesnie”. Z kolei z jednorodnosci
czasowej 1 przestrzennej (zobacz Twierdzenie 1.3) widaé, ze

P(Tl :n‘Xl:—1):P(Tl:’I’L—]_|SOZ—1):IP(T2=TL—1),

a stad



Po obustronnym pomnozeniu przez s" i zsumowaniu po n dostajemy

Y hn)s"=q) faln—1)s"
n=2 n=2
Z fi(n)s" — f1(1)s = sqz fa(n — 1)8”71
n=1 n=2

Z filn)s" —ps = sqz fa(n)s"
n=1 n=1

Fi(s) — ps = sqlh(s)
Fi(s) — ps = qs (Fi(s))?
qs (Fi(s))* — Fi(s) +ps =0

Powyzsze rownanie kwadratowe ma pierwiastki

1—+/1—4pgqs?
Fl(S)l =

2qs

1+ /1 — 4pgs?

2qs

; Fi(s)2 =

Poniewaz wiemy, ze F;(0) = 0, a z drugiej strony

1+ /1 —4pgs?
F1(0)2:llm + pgs =0

5s—0 2qs N

Y

zatem nalezy odrzuci¢ rozwiazanie Fi(0)2. Zostaje

1 — /1 — 4pgqs?
Fi(s) = .

- 2qs

O

Whiosek 4.2. Prawdopodobienistwo, ze spacer kiedykolwiek wejdzie na dodatnig strone osi,

wynosi
1—|p—
Ry =il =dl min{l,p}.
2q q

Przypomnijmy, Twierdzenie 2.9, ktére méwi, ze

filn) = %P(Sn ~ 1),

Podstawiajac ten wynik do definicji funkcji tworzacej F;., otrzymujemy

A=Y Al = ~P(s,=1)
n=1

= n=1

Podejrzliwy umyst zastanawia sig, czy otrzymane wyniki sg sobie réwne. . .
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Czytelnikowi zostawiamy dowod tego faktu (jako zadanie domowe 4.3) oraz wskazowke,
zedlap=qgin=2m—1:

[e.9] o0
1/ n\1 (2m —2)! 2
(1) = Z n<nJ2r1> on Z m!(m — 1)1 22m°
n—=1 =1

Wystarczy pokazaé, ze powyzsza suma réwna jest wyrazeniu

i(—mm“ (i) =1-V1-1=1.

m=1

4.1.2. Czas przebywania na dodatniej po6losi

Wstapmy jeszcze na chwile do kasyna. Tutaj krupier proponuje nam ciekawg gre. Rzu-
camy 2n razy pod rzad moneta. llekro¢ wyrzucimy orta, dostajemy dolara, zas kiedy wy-
rzucimy reszke, musimy jednego dolara oddaé. Po skoiniczonej grze wyszliémy na zero —
wyrzuciliSmy tyle samo orléw, ile reszek. Mina nam troche zrzedta — liczyliSmy, ze zyskamy
cho¢ dolara. Myél ucieka nam do tych radosnych chwil, kiedy skoniczona przed chwila gra
jeszcze trwala, a my cieszyliSmy sie przewaga naszych dzielnych ortéw nad hordami podtych
reszek. .. Jak dtugo trwaly te szczesliwe chwile? Jaki czas utrzymywaliSmy sie ,nad kreska’?

Doswiadczenie to mozna traktowaé jako prosty spacer losowy o dtugosci 2n, ktéry roz-
poczal i zakoriczyt sie w zerze. Bedziemy rozwazaé warunkowa przestrzen probabilistyczna
— pod warunkiem, ze S, = 0. Niech zmienna losowa Lo, oznacza liczbe krokéw pobytu
na dodatniej potosi w czasie {1,2,...,2n}. Za krok bedziemy tym razem uwazali przejscie
z jednego punktu do drugiego, przy czym, zeby uznaé krok za dodatni, wystarczy, ze dodatni
bedzie jego punkt poczatkowy badz koricowy. Innymi stowy, dodatnimi krokami sg te odcinki
wykresu, ktore znajduja si¢ nad osia odcietych.

Zauwazmy, ze rozktad prawdopodobienistwa na tej przestrzeni warunkowej nie zalezy od
wartosci p. Zauwazmy réwniez, ze zmienna losowa Lo, moze przyjmowaé tylko parzyste
wartosci (ze zbioru {0,2,...,2n}). Mozna by przypuszczac, ze rozklad tej zmiennej losowej
skupia sie w potowie zakresu, tj. w okolicach k. Okazuje sie jednak, ze zachodzi nastepujace,
sprzeczne z intuicja twierdzenie:

Twierdzenie 4.3.
Dla kazdego k =0,1,...,n:

1
P (Lgy, = 2k|S2, =0) = ]

1

Dowdd. Poniewaz warto$¢ p nie jest istotna, mozemy przyjac¢ p = 5.

Niech |s|, |t| < 1. Bierzemy dwie funkcje tworzace:
n
ng(s) =E (SLQ" ’SQn = O) = Z S2kP (Lgn = 2k|52n = 0) y
k=0
Fo(s) = B(s™),

gdzie Ty oznacza czas pierwszego powrotu do zera.

25



Teraz (znienacka!) bierzemy nastepujaca funkcje

o0

H(s,t) =Y t*"P(San = 0) Gan(s).

n=0

Naszym celem bedzie pokazanie, ze

Gaon(s) = .
prt n—+1

Woéwcezas stanie sie jasne, ze

n 2k

n
s 2k _ -
—— = 5P (Layn = 2Kk[S2, = 0),
k=0 k=0

a stad (z poréwnania wspotczynnikow) wynika teza.
Postawimy sobie teraz cel pomocniczy (podcel), ktorym bedzie wykazanie, iz

His,t)— 1= %H(s,t) (Folt) + Fo(st)) .

Z wtlasnosci funkcji tworzacej 1 wartosci oczekiwanej (analog wzoru na prawdopodobieri-
stwo calkowite) otrzymujemy:

Gon(s) = Y E (s""[Son = 0,Th = 2r) P (T = 2r[Son = 0).
r=1

Z jednorodnosci czasowej (Twierdzenie 1.3):

E (s S = 0,Ty = 2r) = E (s"" 2| Sgn_or = 0) - P (s"|Th = 2r) =

d 11
= Gangr(S) . Z 82k P (LQT = 2]{:|T0 = 27‘) = ng,gr(s) . ( + 52r> .
—_— _ 2 2

z definicji jest niezerowe tylko dla k=0,r

Z kolei z jednorodnosci czasowej (Twierdzenie 1.3) i wzoru na prawdopodobienistwo warun-

kowe:
P(Ty = 2r) P (Sop—2r = 0)

P (Son = 0)

P (Th = 2r|Se, =0) =

Po podstawieniu otrzymujemy:

R 1 1 ,\P(Ty=2r)P (S22 =0)
Gold) = 2 Gl (5 5")

P (San = 0) Gon(s) = 3 (Gan-0(5)P (San_20 = 0)) (;(1 + 2P (T = 27«))

r=1
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Po obustronnym pomnozeniu przez t*" i zsumowaniu po n dostajemy:

ZtQ"IP’ (S2n = 0) Gan(s) = ZZGzn 21 (5)P (S2n—2y = 0) 17" (1 + 8™ )P (Tp = 2r)

n=1 nlrl

H S t -1= Z Z GQn 2r SZn 2r — 0) t2n 2r (t2r + (St)2r) IP)(TO = 21")

r=1n=r
1 m T T
HSt _1_2;77;]G2m ng—o)t2 (t2 +(St)2)IP)(T0:2T)
=H(s,t)
1 = 2r 27"
H(s1) =1 = 3 H(s,1) (Zt P (T, +Zst B (T >)

His,t)— 1= %H(s,t) (Fo(t) + Fo(st))

co byto naszym podcelem.

Wyznaczamy:
2 2
_H 57 t — = =
& = TR - R VI P+ V=P
2(VI=50 - VI-P)
- £2(1 — s2) B
o
1 _ g2n+2
=S PPy, = 0y
ot (n+1)(1—s?)
Wynika stad, ze:
1 1 2n+2 1 n ol
Cnl®) = T T n+12}3
co byto naszym celem. O

4.2. Procesy galazkowe

Siedzac w kasynie (lub w jakiej$ knajpie, do ktorej zaniost nas stamtad jaki$ spacer
losowy) i dumajac nad ostatnia moneta, ktora zostala nam w kieszeni, chcielibySmy nieraz,
zeby sie nam ta moneta rozmnozyta. Wiemy, ze w rzeczywistoéci prawdopodobienstwo
takiego zdarzenia jest réwne zero. Lecz gdyby tak pusci¢ wodze wyobrazni i przyjac¢, ze
z jednej monety powstaje kilka w kazdym kolejnym pokoleniu i zmienne losowe opisujace
liczbe ,dzieci” kazdej monety sa niezalezne oraz o jednakowym rozktadzie, to jakie byloby
prawdopodobienistwo, ze w koricu uzbieralibySmy na ten wymarzony samochod?
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Powyzszy proces jest przyktadem procesu gatazkowego, zwanym tez procesem Galtona!-Watsona?.

Procesy gatazkowe modeluja rozwoj populacji (jednoplciowej, rozmnazajacej sie przez po-
dzial, np. bakterii, ameb, monet, lub innych mikroorganizméw). Zmienne losowe Z,, (przyj-
mujace nieujemne wartosci) oznaczaja liczbe osobnikow w n-tym pokoleniu. Przyjmujemy
zawsze, ze jest jeden ,protoplasta rodu”, czyli Zyg = 1. Jak juz wspomnieliémy, zmienne
losowe opisujace ile dzieci ma kazdy osobnik, sa niezalezne o jednakowym rozkladzie (iid).
Glowne pytanie pojawiajace sie w tym kontekscie to: jaka jest szansa, ze dana populacja
przezyje?
Wprowadzmy nastepujace oznaczenie:

Gn(s) = Gz, (s) = E(s%).
Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.4.

Grin(5) = G (Gim()) = G (G(s)) = G(G(... G(5)...)).

Dowdd.
Zm+n:X1+X2+---+XZm7

gdzie X; oznacza liczbe potomkéw i-tego osobnika z m-tego pokolenia po n pokoleniach
(czyli w (m + n)-tym pokoleniu).
Na podstawie Twierdzenia 3.13:

Gm+n(5) = Gm(GX1 (S))

Ponadto z Twierdzenia 1.3:

GX1 (3) = Gn(s)

Mamy wiec:

Gn(s) = Gl(Gn_l(S)) =...= Gl(Gl( .. Gl(s) .. )),
a stad juz dostajemy teze. O

! Francis Galton (1822-1911) — przyrodnik, antropolog i podréznik angielski.
2 Henry William Watson (1827-1903) — matematyk angielski.



5. Wyklad 5: Procesy galazkowe. Lancuchy
Markowa.

Wprowadzenie

W pierwszej czesci dokoriczymy omawianie proceséw galazkowych udowadniajac lemat
o wartosci oczekiwanej i wariancji zmiennej losowej procesu galazkowego. Oméwimy takze
tzw. geometryczny proces gatazkowy i prawdopodobienstwo wyginiecia! w takim modelu.
W drugiej czesci przejdziemy do zagadnienia taricuchéw Markowa przytaczajac podstawowe
definicje 1 wtasnosci.

5.1. Procesy galazkowe (dokoriczenie)

Twierdzenie 4.4 dostarcza nam informacji o Z,,, ale w praktyce wyznaczenie Gy,(s) moze
okazaé si¢ trudnym zadaniem. Mozemy jednak wyznaczyé momenty zmiennej losowej Z, w
funkcji wartosci momentéw zmiennej Z;.

Lemat 5.1:
Oznaczmy p = E(Z1), 0 = Var(Z;) wtedy

E(Z,) " Var(Z) no? dla p =1,
n) =K , ar(4mn) = o2 (pr—1)pn—1t
(“ltfll)“ dla p # 1.

Dowdd. Rozniczkujac obustronnie rownosé G, (s) = G(Gp—1(s)) w punkcie s = 1 otrzymu-
jemy p, = E(Z,) = uE (Z,-1). Rozwijajac indukcyjnie r6wnos¢ u, = p - p,—1 dostajemy
P = p".

Dwukrotnie rézniczkujac te sama rownosé, otrzymujemy

Gn(1) = G"(1)G,, 1 (1)* + G'(1)Gy 4 (1)

korzystajac z Twierdzenia 3.13 i rozwijajac zaleznos¢ otrzymujemy wynik. OJ

5.1.1. Geometryczny proces galazkowy

Przedstawimy pewna intuicje na temat geometrycznych proceséw gatazkowych na przy-
ktadzie historycznym. Przeniesmy sie do $redniowiecznej Japonii. Zyli tam mezni wojownicy
zwani samurajami. Uwaza sie, ze wprawny samura] potrafit zabié¢ przeciwnika juz za pierw-
szym ciosem, pono¢ nawet jednym cieciem przeciaé¢ go na poédl, wzdtuz od czubka glowy.

1

istnienia takiego n, ze P (Z, = 0)
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Wyobrazmy sobie sredniowieczng szkote samurajow, w ktorej kazdy mistrz wybiera kolejno
uczniéw i przekazuje im cala swoja wiedze. Z prawdopodobienistwem p wybrany uczen jest
na tyle zdolny by poja¢ nauki i w krotkim czasie samemu sta¢ sie mistrzem i nauczaé innych.
Niestety z prawdopodobienistwem ¢ = 1 — p wybrany uczeni nie jest w stanie poja¢ wszyst-
kich tajnikéw wiedzy i przestrzegaé zasad kanonu “bushido”. Zrozpaczony mistrz popelnia
wtedy seppuku, a uczen zostaje wypedzony ze szkolty. Uwaza sie, ze samurajowie wygineli.
Pozostaje pytanie: jakie mieli szanse by przetrwaé 7
Przyrost w nastepnej populacji w takim modelu wyznaczony jest przez funkcje:

P(lek’):qpk dla k>0, gdzieg=1—p

Wtedy funkcja tworzaca prawdopodobieristwa tej zmiennej losowej jest rowna G(s) = ¢(1 — ps) ™1,

a wartos¢ oczekiwana E (Z1) = £.
Indukcyjnie mozna pokazacé, ze :
n—(n—1)s 1
Gls) = Tins o dap=a=y,
n\8) =9 q[p"—q"—ps(prt—q"1)] dl
pntt—gnt—ps(pr—qn) apFq

Obiektem naszego zainteresowania bedzie prawdopodobieristwo wyginiecia spoleczeristwa
zyjacego w takim modelu. Oznaczmy je przez 1. Wowczas:

n=P@En:Z,=0)=P| [ J{Z. =0}
n>1

Poniewaz ciag zdarzen moéwiacych o wyginieciu w danej chwili czasu tworzy ciag wstepujacy
({Z, =0} = {Z,+1 = 0}), to ze skoniczonej addytywnosci otrzymujemy

o0
n="Pr U{ano} :nlin;oP(Zn:O)

n>1
Jakie jest prawdopodobieristwo, ze konkretne Z,, = 07

) dla p =g,
P(Z, = 0) = Gn(0) = oy
=01 = Enl0) { i dlap#q.

Przy przejsciu z n — oo mamy:

dla p <gq,

limIP(Zn—O)—{ dap> g

n—oo

S RSIN

Twierdzenie 5.2 (O wyginieciu).

(a) Prawdopodobieristwo wyginiecia 1 jest réwne najmniejszemu nieujemnemu pierwiastkows:
rownania s = G(s).

(b) W szczegdlnosci

- 1 gdy pu<llubpu=1ioc>0,
"1 <1 gdypu>1lubpu=1io=0.
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Uwaga 5.3. Zauwazmy, ze o = 0 implikuje P (Z
nie moze mie¢ zerowej liczby potomkow).

=pu) =1, co daje n=0bo n =0 (nikt

Dowdd twierdzenia 5.2. (a) Niech n, =P (Z,, = 0) wtedy

= 0) = G,(0) &

Vo, =P (Z,

v G(G1(0)) = Glna-1)

7 jest pierwiastkiem poniewaz

= lim 9, = lim G(na-1) "= G(lim 1,-1) = G(n)
n—oo n—oo n—oo

Pokazemy, ze n jest najmniejszym pierwiastkiem. Niech 1/ bedzie nieujemnym pierwiastkiem
rownania s = G(s). Wtedy, poniewaz G jest niemalejace

m =G(0) < G(v)
indukcyjnie

Vicicn M = G(ni-1) S G(W) =9
stad

vn n, <Y = lim n, <9
(b) Przypadek (I) p=G'(1) > 1

Yy

n "1

Rysunek 5.1. przypadek pu < 1

Na Rysunku 5.1.1 p jest wspotczynnikiem stycznej do G(s) w punkcie s = 1. Jak widac,
w tym przypadku funkcja G(s) musi przecina¢ si¢ z wykresem funkeji y = s ponizej punktu
y =1 (poniewaz G(0) =) stad z (a) n < 1. W przypadku gdy 11 = 0 mamy n = 0.
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Przypadek (II) p=G'(1) <1
Yy

0 ‘77=1 S

Rysunek 5.2. przypadek p <1

Na Rysunku 5.1.1 p jest wspotczynnikiem stycznej do G(s) w punkcie s = 1. Jak widac,
w tym przypadku s = 1 jest najmniejszym pierwiastkiem réwnania G(s) = s.
Dla p < 1 z nieré6wnoéci Markowa mamy:

P(Z,>0)<E(Z,) =p"aley™ - 0bopu<1l

Czyli P(Z, =0) — 1, astad n = 1.
Przypadek (III) pu=1

Y Y
G(s)
i Gy=1
1| 1 1
%

| i NG 7=
'I']f G(0)=r,:‘,n"; —

GO)=m
0 1 S n=0 E s

Rysunek 5.3. u=1,0>0 Rysunek 54. pu=1,0=0

O

Przyklad 5.4 (Zastosowania twierdzenia o wyginieciu dla geometrycznego procesu galtaz-
kowego.). Szukamy rozwiazan rownania G(s) = s.

G(s)=q(l—ps)™' =5
q=s—ps’
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ps? —s+q=0

A=1-—4pq

_1+|p—¢

$12 = —F——
2p

Stad
si=1dlap<gq , 32:gdlap>q
p

Jak widaé¢ uzyskaliémy taki sam wynik jak przy bezposrednim policzeniu prawdopodo-

bieristwa wyginiecia dla tego procesu. Ten sam rezultat uzyskujemy takze przy przeliczaniu
prawdopodobienistwa dojscia do 0 w spacerze losowym startujacym z 1 o prawdopodobieri-
stwie ¢ ruchu w lewo i prawdopodobienistwie p pdjécia w prawo.
Mozemy wyobrazi¢ sobie nastepujaca analogie: startujemy z 1 (w naszym spoleczenstwie
mamy do czynienia z pojedyncza jednostka ktora mieszka w jednym domostwie). Kazdy
nowy potomek potrzebuje swojego wlasnego mieszkania, budujemy mu wiec nowy dom.
Nasz spacer losowy bedzie liczyt liczbe doméw w wiosce. Rozpatrujemy kazdego ,rodzica”
po kolei wzgledem wieku. Kiedy wyrézniony osobnik umiera, a po jego $mierci domostwo
zostaje wyburzone — z kazdym pogrzebem wiec liczba domostw w naszej wiosce zmniejsza
sie o jeden. Wyginiecie populacji oznaczaé bedzie, ze w naszej wiosce nie pozostal zaden
dom, co jest tozsame z dojSciem do 0 w spacerze losowym.

5.2. Lancuchy Markowa

Procesem Markowa nazywamy ciag zmiennych losowych, w ktérym prawdopodobieni-
stwo tego co sie zdarzy zalezy jedynie od stanu obecnego. W tym rozdziale zajmiemy sie
zagadnieniem tancuchéw Markowa, czyli proceséw Markowa zdefiniowanych na dyskretnej
przestrzeni stanéw. Yatwo zauwazyé¢, iz rozpatrywane poprzednio zagadnienia spaceréw
losowych, czy tez procesoéw gatazkowych, sa przyktadami proceséw Markowa.

Oznaczmy przez X = (Xo, X1,...) ciag zmiennych losowych dyskretnych. Warto§é¢ zmien-
nej X, bedziemy nazywaé¢ stanem ltanicucha w chwili n. Zaktadamy, ze zbiér stanéw S jest
przeliczalny.

Definicja 5.5. Mowimy, ze X jest taricuchem Markowa gdy spetnia wtasnosé Markowa.
Tzn.

ngl S,Xo,Xl,.\.vf,anleS P (Xn = S|X0 = X0y .- ,Xn,1 == l'nfl) =P (Xn == S|Xn,1 == .Zn,l)
Przykltad 5.6. Wyobrazmy sobie, ze jestedmy na Florydzie i spacerujemy po bagnach, w
ktorych czaja sie bardzo glodne aligatory. W trosce o wtasne zycie musimy wiec przemiesz-
czaé sie po $cisle wyznaczonych (przez drewniane bale) Sciezkach wytyczonych pomiedzy
kolejnymi punktami. Na kazdym rozwidleniu, w sposéb losowy podejmujemy decyzje, w
ktorym kierunku sie udamy.

Spojrzmy na przyktadowe rozmieszczenie takich bal i Sciezek na Rysunku 5.6. Oznaczmy
przez X, indeks wierzcholtka, w ktorym znajdziemy sie w czasie n. Wtedy (Xo, X1,...)
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4 3

Rysunek 5.5. Przykladowy graf Sciezek i polaczen

bedzie ciagiem zmiennych losowych o wartosciach ze zbioru {1,2,3,4}. Zal6zmy, ze startu-
jemy w punkcie 1. Mamy wowczas P (Xo = 1) = 1. Nastepnie z prawdopodobieristwem %

przemieszczamy sie do kolejnych wierzchotkow:

1 1
IP’(X1:2):§ orazIP’(X1:4):§

Zalozmy, ze w czasie n znajdziemy sie w wierzchotku 2. Otrzymamy wtedy:
1 1
P(Xp41 =1|X, =2) = 5 oraz P(X,q1 =3|X, =2) = 3
Zauwazmy teraz, ze gdybysmy rozpatrzyli cala histori¢ spaceru, otrzymane prawdopodo-
bienistwa nie zmienig sie:

. . . 1
P(XnJrl = 1|X0 = 7'07X1 =11,.. -aanl = ’Lnfl,Xn = 2) = 5

oraz
. . ) 1
]P(Xn-i-l = 3|X0 = 7’07X1 =11,-. '7XTL—]. = /LTL—].)X’n = 2) = 5
bez wzgledu na wybor g, ..., i,—1. Jest to znak ze podany proces spetnia warunek Markowa.

Dla kazdego tancucha Markowa mozna okresli¢ tzw. macierz przejsé.

Definicja 5.7. Niech P bedzie macierza o wymiarach (kxk) i elementach {p;; : 4,7 =1,...,k}.
Ciag zmiennych losowych (Xo, X1, . ..) o wartosciach ze skoriczonego zbioru stanow S = {sy, ..., s}
nazywamy procesem Markowa z macierzq przejsé P, jezeli dla kazdego n, dowolnych i, j € {1,... k}
i wszystkich ig,...,i,—1 € {1,...,k} mamy:

P (XnJrl = Sj|X0 = SioaXl = Si15- - ,Xn,1 = S’in_an = Si) = P(XnJrl = Sj|Xn = Si) = pij

W przyktadzie 5.6 macierz przejécia przyjmie postaé:

)

I
N= O = O
O = O Nl
= Ol O
O wl= Ol

Twierdzenie 5.8.
Elementy macierzy przejsé (pij)ij=1,..k spetniajq nastepujgce wtasnosci :
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(’L) \V/n pij == P(Xn+1 == Sj|Xn = Si)
(1t) pij > 0 dla kazdych i,j € {1,...,k}
J
Zauwazmy, ze na postaé tancucha Markowa duzy wplyw ma miejsce rozpoczecia procesu

i rozktad prawdopodobienistwa dla punktu wyjscia.

Definicja 5.9. Lancuch Markowa nazywamy jednorodnym gdy w kazdej chwili czasu opisuje
go ta sama macierz przej$é. Lancuch nazywamy niejednorodnym w przypadku gdy opisuje
go ciagg niejednakowych macierzy.

Definicja 5.10. Macierz przejsé w n krokach z m do m + n definiujemy nastepujaco:
P(m,n+m) = (pij(m,m +n)) k)

gdzie
pij(m,m +n) =P (Xpmin = jlXm = 1)

Obserwacja 5.11. Z przypadku, gdy tancuch jest jednorodny, wéwczas mozemy przyjac,
ze P(m,m+1) = P.

Twierdzenie 5.12 (Chapmana - Kolmogorowa).
vV P(m,m+n)=P"
nm
Dowadd. Korzystamy ze wzoru na prawdopodobieristwo calkowite w przestrzeni warunkowej

pij(m,m+n+1) 23" pii(m,m + n)pej(m + n,m +n+ )
keS

tworzg uklad zupelny zdarzen

Powyzsza réwnos¢ to nic innego jak mnozenie macierzy, wiec:
Pm,m+n+r)=Pm,m+n)-Plm+nm+n+r)=P" P"=pt"
Cofajac sie indukcyjnie otrzymujemy:

Pim,m+n)=P"



6. Wyklad 6: Klasyfikacja tancuchéw Markowa.
Rozklady stacjonarne.

Wstep

Na ostatnim wyktadzie dowiedzieliémy sie czym sa tanicuchy Markowa oraz poznaliSmy
podstawowe zagadnienia z nimi zwiazane (jednorodnos¢, macierze przej$é, Tw. Chapmana-Kolmogorowa).
W pierwszej czesci tego wykladu oméwimy zagadnienie stanu poczatkowego oraz dokonamy
fragmentarycznej klasyfikacji taicuchéw Markowa ze wzgledu na relacje zachodzace miedzy
poszczegbdlnymi stanami. Na koricu zajmiemy sie badaniem rozktadu stacjonarnego oraz
przytoczymy twierdzenie o zbieznodci tancuchow.

6.1. Rozklad poczatkowy

W badaniu tancuchéw Markowa szczegblng role odgrywa stan poczatkowy — zauwazmy,
ze moze on wplynaé na to, iz do niektérych stanéw nie dotrzemy nigdy, a do innych jedynie
po pewnym okresie czasu. Formalnie rzecz biorac stan poczatkowy to po prostu zmienna
losowa Xg. Nie nalezy sie wiec dziwié, ze czasem tancuch Markowa nie bedzie zaczynal sie
z jednego wyznaczonego stanu, ale z pewnego rozktadu prawdopodobieristwa na przestrzeni
stanow.

Definicja 6.1. Rozktadem poczgtkowym nazywaé bedziemy wektor pg okreslony w nastepu-
jacy sposob:

0 (0 0

pO = @ s

= (]P(XO = 31) ,P(XO = SQ),...,]P)(XO = Sk)),

~—

gdzie {s1,..., sk} jest zbiorem stanéw lancucha.

Poniewaz M(O) jest rozktadem prawdopodobienistwa, wiec

Zk: =1,
=1

Analogicznie przez (M, 1@, ... mozemy oznaczy¢ rozklady prawdopodobienstwa w momen-
tach czasu 1, 2, ... (czyli rozktady zmiennych Xi, Xo,... ) tak, ze
um = )
= (P(X,=s1),P(X, =s2),....,P(X,, = sk))
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Przyktad 6.2. Wr6émy na chwile do Przyktadu 5.6. Byl tam dany spacer losowy po kwa-
dracie (Rysunek 5.6), ktory zawsze zaczynalismy od wierzchotka 1. Jego rozktad poczatkowy
ma zatem postac¢ p(®) = (1,0,0,0). Ponadto, mozna latwo zauwazy¢, ze w drugim kroku
rozktad tego taricucha ma postaé:

1 1
2 — (=0 =
l’l’ ( 07 27

5:0:5:0).

Okazuje sie, ze jesli mamy jednorodny taricuch Markowa (zobacz Definicje 5.9), znamy
jego rozktad poczatkowy u(?) oraz macierz przejsé P, to w prosty sposob mozemy wyznaczyé
wszystkie rozktady p™, 1@, .. .. Moéwi o tym nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.3.
Jesli (X1, X5 ...) jest jednorodnym taricuchem Markowa o skoriczonym zbiorze standw {s1, ..., Sk},
rozktadzie poczgtkowym p'% i macierzy przejsé P, to

W ™ = O pr

Dowdd. Rozwazmy przypadek kiedy n = 1. Dla j = 1,..., k, otrgymujemy

k

1
Mg) = ]P)(Xlzs_j):Z]P)(XOZSi,Xl:Sj)
i=1

k
= > P(Xo=s)P(X1=5s;| Xo=s)
=1

k
= > 1"pij = (uOP);
=1

gdzie (19 P); oznacza j-ty element wektora u(® P. Stad u® = u(@P.
Przypadek ogélny udowodnimy indukcyjnie. Ustalmy m i zal6zmy, ze teza twierdzenia jest
prawdziwa dla n = m. Dla n = m + 1 mamy zatem

k
m+1
u§- o= PN =s5) = D P (X = si, Xpnt1 = 55)
=1

k
= > P(Xp=5)P(Xpnp1=5; | Xom = 51)
=1

k
= Zugm)pi,j = (u™P);,
i=1

astad p(m*tY = 1™ P 7 zalozenia indukeyjnego wiemy, ze u(™ = u(®) P skad ostatecznie

otrzymujemy
pmt) = mp = 0 pmp — 0 plm+1)
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Powyzsze twierdzenie tatwo daje si¢ uogélni¢ na przypadek taricucha niejednorodnego:

Twierdzenie 6.4.

Niech (X1, Xa,...) bedzie niejednorodnym taricuchem Markowa o skoriczonym zbiorze sta-
now, rozktadzie poczgtkowym p'® i macierzach przejsé¢ PV, P2 .

Wowczas

v ou™ =, 0 pmp@ . p),

Dowdd. Dowdd jest analogiczny jak w przypadku Twierdzenia 6.3. Ul

6.2. Przyktady

W tej czeéci wyktadu pokazemy kilka przykladéw obrazujacych pewne procesy Markowa
przedstawione za pomoca macierzy przejscé.

Przyktad 6.5 (Pogoda w Goteborgu). Wyobrazmy sobie, ze jesteSmy w szwedzkim miescie
Goteborg i chcemy przewidzieé¢ jaka bedzie jutro pogoda. Niektorzy mowia, ze najlepszym
sposobem jest po prostu przypuscié¢, ze bedzie ona taka sama jak dzi§. Gdyby przyjac, ze
stwierdzenie to jest prawdziwe, to naturalne wydaje sic modelowanie pogody za pomoca
tanicuchéw Markowa. Poniewaz ma to byé prosty przyktad, to zalozymy, ze sa mozliwe
tylko dwa rodzaje pogody: stoice lub deszcz. Jedli powyzszy sposéb przewidywania pogody
sprawdza sie w 75% czasu (niezaleznie czy dzi§ $wieci storice czy pada deszcz), to pogoda
tworzy taricuch Markowa ze zbiorem stanow S = {s1, s2}, gdzie s1 = ,deszcz”, s = ,storice”
i macierza przejsé

Przyktad 6.6 (Pogoda w Los Angeles). W poprzednim przyktadzie dla pogody w Gote-
borgu zachodzila symetria miedzy ,deszczem” i ,stoficem”. Jednak w Los Angeles storice
$wieci znacznie czesciej niz pada deszcz, dlatego bardziej uzasadniony bedzie model taricucha
Markowa z macierzg przejsé

11

2 2 ]

1 9

0 10

Przyktad 6.7 (Internet). Okazuje sie, ze przy pewnych dodatkowych zalozeniach, row-
niez na poruszanie sie po internecie mozna patrze¢ jak na proces Markowa. Jesli przez S
oznaczymy zbior wszystkich stron internetowych w danym momencie (jest on oczywiscie
skoniczony), a przez d; ilos¢ odnosnikoéw do innych witryn umieszczonych na i-tej stronie, to
otrzymamy proces Markowa o macierzy przejéé¢ P takiej, ze

P =

NN CY
IO

P:

o { d%, gdy na stronie s; istnieje link do strony s;
Z?-] -

0 w przeciwnym przypadku

Gdybysmy w przyktadzie tym dopuscili rowniez uzywania przycisku powrotu do poprzed-
niej strony, to proces stracitby wtasno$é Markowa, poniewaz to, gdzie znajdziemy si¢ w
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nastepnym kroku, zalezatoby réwniez od tego, ktore strony odwiedzilismy wczesniej. Zatem
przysztosé nie zalezataby tylko od terazniejszosci, lecz takze od przeszlosci.

Przyktad 6.8 (Doktadniejsza pogoda w Géteborgu). W Przyktadzie 6.5 rozwazaliSmy mato
rzeczywisty przypadek, poniewaz pogoda byta niezalezna od pory roku. Teraz rozbudujemy
troche te sytuacje. Do zbioru stanéw dodamy stan ss oznaczajacy ,$nieg” oraz wprowadzimy
dwie rézne macierze — bedzie to przyklad niejednorodnego tancucha Markowa. Zmiany
pogody w lecie (np. od maja do wrzesnia) ilustrowaé¢ bedzie macierz Pyg,, a W zimie (tj. od
pazdziernika do kwietnia) macierz Pyipq:

31 103 1
4 4 2 10 5

— (1 3 — |3 7 3
Plato— 14 4 0 Prima = 20 10 20
1 1 1 3 1

3 2 0 5 10 2

6.3. Nieredukowalne i nieokresowe laiicuchy Markowa

W rozdziale tym oméwimy dwie wazne wlasnosci tancuchéw Markowa: okresowosé i
rozktadalno$é. Sa one kluczowe dla badania rozktadu stacjonarnego, ktéremu poswiecony
bedzie kolejny rozdzial. Ponizsze definicje wprowadzamy dla tancucha Markowa (Xo, X1, ...)
o warto$ciach w skoriczonym zbiorze stanoéw {si, ..., s} i macierzy przejs¢ P.

Definicja 6.9. Mowimy, ze stan s; komunikuje si¢ ze stanem s;, co zapisujemy s; — sj,
jesli istnieje n takie, ze

P(Xm—I—n =5 ‘ Xm = Si) > 0.
Intuicyjnie oznacza to, ze ze stanu s; da si¢ dojs¢ do stanu s; z pewnym dodatnim prawdo-
podobienistwem.

Obserwacja 6.10. Dla tancuchéw jednorodnych wspomniane prawdopodobienstwo komu-
nikowania si¢ jest niezalezne od m i rowne (P");; (element 4, j-ty n-tej potegi macierzy
przejsc).

Definicja 6.11. Jedli s; — s; 1 s; — s;, to méwimy, ze stany komunikujqg sie ze sobq, co
zapisujemy s; < ;.

Definicja 6.12. Lainicuch Markowa nazywamy nieredukowalnym, jesli

vV  (s; s
55,8;€8 ( ! ])
Lancuch, ktory nie jest nieredukowalny nazywaé bedziemy redukowalnym.
Intuicyjnie nieredukowalno$é taricucha oznacza, ze z kazdego stanu mozna osiagnaé po jakims
czasie dowolny inny stan z pewnym dodatnim prawdopodobienstwem.

Wygodnym sposobem przedstawiania taiicuchow Markowa sa tzw. grafy przejsé.

Definicja 6.13. Grafem przejsé taiicucha Markowa nazywamy skierowany graf wazony
G = (V,E), w ktorym zbiorem wierzchotkow jest zbior stanéow taricucha, (V = S), a
dwa wierzcholki v i w sa potaczone krawedzia o wadze p, gdy p=P(X; =w | Xog=v) >0
(wierzchotek w jest osiagalny z wierzchotka v w jednym kroku).
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Obserwacja 6.14. Jesli chcemy w prosty sposob sprawdzi¢ czy taricuch Markowa jest niere-
dukowalny, wystarczy spojrzeé¢ na jego graf przej$c i sprawdzié czy istnieje $ciezka skierowana
miedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami.

Przyktad 6.15 (Graf przejsé taricucha z przyktadu 5.6). Graf przej$¢ zwiazany ze spacerem
losowym po kwadracie z Przyktadu 5.6 bedzie wygladat tak, jak na Rysunku 6.3.

Rysunek 6.1. Graf przejsé spaceru losowego z z Przyktadu 5.6.

Przyktad 6.16 (Graf przejsé¢ tancucha z przyktadu 6.5). Graf przejs¢ zwiazany z pogoda
w Goteborgu z Przyktadu 6.5 bedzie wygladat tak, jak na Rysunku 6.3.

IS

S] SZ

Bl
Bl

Bl

Rysunek 6.2. Graf przejs¢ pogody w Goteborgu z Przyktadu 6.5.

Przyktad 6.17 (Graf przej$¢ tanicucha z przyktadu 6.8). Grafy przejs¢ zwiazany z do-
ktadniejsza pogoda w Goteborgu z Przyktadu 6.8 beda wygladaty tak, jak na Rysunkach
6.3 (lato) i 6.3 (zima). Brak tuku (krawedzi w grafie) oznacza, ze prawdopodobienistwo
przejscia miedzy dwoma stanami jest zerowe.

Dla kazdego skonczonego lub nieskoriczonego zbioru {aj, as, ...} liczb naturalnych przez
NWD{ay,as,...} oznaczamy najwiekszy wspolny dzielnik liczb aj,ag, .. ..
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Rysunek 6.3. Graf przej$¢ dokladniejszej pogody Rysunek 6.4. Graf przejs¢ dokladniejszej pogody
w Géteborgu latem z Przyktadu 6.5. w Goteborgu zima z Przyktadu 6.5.

Definicja 6.18. Okres d(s;) stanu s; € S definiujemy nastepujaco:
d(sz) = NWD{’I?, >1: (Pn)“ > 0}.

Intuicyjnie oznacza to NW D ze wszystkich czaséw, w ktorych mozemy wroci¢ do tego
samego miejsca.

Definicja 6.19. Jesli d(s;) = 1, to mowimy, ze stan s; jest nieokresowy. Laricuch Markowa
nazywamy nieokresowym, jesli wszystkie jego stany sa nieokresowe. Lancuch, ktéry nie jest
nieokresowy nazywaé bedziemy okresowym.

Obserwacja 6.20. Lancuch Markowa, w ktérym dla kazdego stanu istnieje pewne niezerowe
prawdopodobienistwo pozostawnia w nim, jest w sposéb naturalny taiicuchem nieokresowym.

Przyktad 6.21. Laricuch z Przyktadu 5.6 jest okresowy, gdyz okres kazdego stanu wynosi
2. bancuchy z przyktadow 6.5, 6.6, 6.8 sa nieokresowe.

Ponizej przedstawiamy pewien lemat z teorii liczb, ktéry wykorzystamy w dowodzie
kolejnego twierdzenia.

Lemat 6.22:
Jesli A ={ay,ag,...} jest podzbiorem zbioru liczb naturalnych speliajacym warunki:

(1) NWD{CLl, ag, .. } =1

(ii) A jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie, tzn. jeflia € Aid € A, toa+d € A,
to istnieje N < oo takie, ze n € A dla kazdego n > N.
Dowdd. Oznaczmy dla wygody b; = NWD(ay,...,a;). Oczywistym jest, ze dla kazdego
i € N mamy b; > b;y1 oraz b; > 1. Otrzymujemy w ten sposdb nierosngcy ciag liczb
naturalnych (b;);en, dla ktorego %I ik b; = 1. Istotnie, gdyby V b; > 1, to z zasady minimum

> 7

otrzymalibySmy, ze 3 3V b; = a, ale wowczas mielibysmy NW D{aq,as9,...} =a > 1,

a>1 IeN i>I
co przeczy zalozeniu. Istnieje wiec {ni,...,nx} C A taki, z2e NWD(ny,...,ng) = 1. Z
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podstawowego faktu teorii liczb wiadomo, ze
k
3 lin; = 1.
I, lk€Z ; v

k

Niech N =nq Y | l; | n;. Wtedy n > N ma przedstawienie postaci n = N + Iny + m, gdzie
i=1

>0, m<ni. Stad

k k k
i=1 =1 =1

czylin = eini+ ...+ cpng, gdzie ¢; > 0. Poniewaz nq,...,n; € A, to z addytywnosci zbioru

A mamy, ze V c¢;n; € A, wiec rowniez n € A. Udowodniliémy zatem, ze 4 V n € A,
i NEN n>N

co koniczy dowdd lematu. O

Nastepujace twierdzenie méwi nam o tym, ze jedli taricuch Markowa jest nieokresowy, to
istnieje taki moment czasu, od ktoérego zawsze (z punktu widzenia chwili obecnej) bedziemy
mogli wréci¢ do tego samego miejsca z pewnym dodatnim prawdopodobieristwem.

Twierdzenie 6.23.
Jesli (X1, Xo, . ..) jest nieokresowym taricuchem Markowa o skoriczonym zbiorze standw S =
{81,..., 8} © macierzy przejs¢ P, to istnieje N < oo takie, ze dla kazdego i € {1,...,k} i
dla kazdego n > N zachodzi

(Pn)m‘ > 0.

Dowdd. Niech A; = {n >1: (P");; > 0} dla kazdego i € {1,...,k} (tzn. niech A; bedzie
zbiorem mozliwych czaséw powrotu do s;, startujac z s;). Z zalozenia, ze taicuch Markowa
jest nieokresowy wiemy, ze kazdy stan s; jest nieokresowy, a stad wynika, ze NWD(A4;) =1
dla kazdego i € {1,...,k}. Co wiecej, jesli a,a’ € A;, to P(X,=s;| Xo=1s;) > 01
P(Xa+a/ =5 | X, = Si) > (. Stad

P (Xoyar = si | Xo = si) > P (Xa = si, Xayar = 5i | Xo = si)
= P(Xa = S; | XO = Si)P(Xa—f—a’ = S; ‘ Xa = Si)
> 0,

co oznacza, ze a + a' € A;, czyli A; jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie.
A; spelia wiec zalozenia Lematu 6.22, z ktérego wynika, ze istnieje N; < oo takie, ze
(P™);; > 0 dla kazdego n > Nj. O

Ponizszy wniosek zostanie wykorzystany w dowodzie twierdzenia o zbieznosci tanicuchéw
Markowa (Twierdzenie 6.30).

Whiosek 6.24. Jesli (X, Xo,...) jest nieredukowalnym i nieokresowym taricuchem Mar-
kowa o skonczonym zbiorze stanéow S = {s1,...,Sx} 1 macierzy przejscia P, to istnieje
M < oo takie, ze (P™); ; > 0 dla kazdego ,j € {1,...,k} i kazdego n > M.
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Dowadd. 7 zatozenia, ze tanicuch jest nieokresowy i z Twierdzenia 6.23 istnieje N < oo takie,
ze (P");; > 0, dla kazdego i € {1,...,k} i dla kazdego n > N. Niech s;,s; € S beda
dowolnymi ale ustalonymi stanami. 7 zalozenia, ze tancuch jest nieredukowalny mozemy
znalez¢ n; ; takie, ze (P™7); ; > 0. Niech M; ; = N + n; ;. Dla kazdego m > M; j, mamy

]P)(Xm = Sj | Xo = SZ') =P (meni,j =5, X = Sj | Xo = 3@')
=P (Ximn,, = si | Xo =) P (X = 5; | X, , = 51)
>0

indeks m — n; ; jest dodatni poniewaz m — n; ; > M — n; ; = N). PokazaliSmy zatem, ze
7] 7] 7]
(P™);; > 0 dla kazdego m > M; j. Aby skonczy¢ dowod wystarczy przyjac

M = max{Ml’l, MLQ, NN 7Ml,k’7 Mg’l, e ,th}.

6.4. Rozklad stacjonarny

Definicja 6.25. Niech (X1, X»,...) bedzie taricuchem Markowa o skoriczonym zbiorze sta-
now S = {s1,..., sx} i macierzy przejscia P. Wektor m = (w1, ..., 7)) nazywamy rozktadem
stacjonarnym tancucha Markowa, jesli spetnia warunki:

k
(i) m;>0dlai=1,...,koraz > m =1,
i=1

k
(i) tP=m, tzn. ) mP;j=mjdlaj=1,...,k.
i=1

W powyzszej definicji warunek pierwszy mowi nam, ze m musi byé rozkladem praw-
dopodobieristwa na {si,...,sx}. Z warunku drugiego wynika, ze jesli rozktad poczatkowy
M(O) =m, to

u(l) = M(I)P =P =m,
a przez iteracje otrzymujemy p(™ = 7 dla kazdego n.

W dalszej czesci tego rozdzialu rozwazaé bedziemy zagadnienia istnienia i unikalnosci
rozktadu stacjonarnego oraz zbadamy zbieznos$¢ do rozktadu stacjonarnego przy dowolnym
rozktadzie poczatkowym. Musimy wiec okredlié co znaczy, ze ciag rozkladéw prawdopodo-
bienstwa v, 12 zbiega do rozkladu v. W tym celu wprowadzimy przestrzeri metryczna
okreslong na rozkladach prawdopodobienistwa z metryka zwana total variation distance.

Definicja 6.26. Jesli v(1) = (V{l), ce 1/,21)) i@ = (1/%2), e 1/122)) sa rozktadami prawdo-
podobieristwa na S = {s1, ..., sk}, to total variation distance miedzy v i 2 definiujemy
jako

k
dry (V') %) = %Z [ =
i=1

Jesli v (2| sy rozktadami prawdopodobienistwa na S, to méwimy, ze v(™) zbiega do v
w sensie catkowitej wariacji gdy n — oo, jesli

lim dTv(U(n),l/) =0
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Piszemy wtedy v(") vy

Odleglosé w tej przestrzeni metrycznej posiada naturalng interpretacje, ktora wyraza
réwnosc:

1) 2y — (1) _ 2
dry (1,0®) = max | vD(4) — 2 (4) |

Dla dalszych rozwazari niezbedne jest wprowadzenie nowej definicji:

Definicja 6.27. Jesli taiicuch Markowa (Xo, X1,...) o skoriczonym zbiorze stanéow
S = {s1,...,8;} 1 macierzy przej$¢ P zaczyna sie w stanie s; (Xo = s;), to czas pierwszych
odwiedzin dla stanu s; definiujemy jako

T;; = min{n > 1: X, = s;}.
Przyjmujemy przy tym, zZe jedli taiicuch nigdy nie dochodzi do stanu sj, to T} ; = oo.
Definicja 6.28. Srednim czasem odwiedzin nazywamy warto$é:
Tig =B (| Tij ).
W przypadku, gdy ¢ = j wartos¢ 7;; nazywamy Srednim czasem powrotu dla stanu s;.

Mozemy teraz przedstawié¢ lemat, ktory wykorzystany bedzie w kluczowym twierdzeniu
tego rozdziatu tj. twierdzeniu ergodycznym o zbieznosci do rozktadu stacjonarnego 6.30.

Lemat 6.29:
Dla kazdego nieredukowalnego i nieokresowego taricucha Markowa o skoriczonym zbiorze
stanow S = {s1,..., s} i macierzy przej$¢ P mamy, ze dla kazdych dwoch stanow s;, s; € S,

jesli tancuch zaczyna sie w s;, to

P(T;; < o0)=1.
Co wigcej, Sredni czas powrotu 7; ; jest skoniczony

E(| T |< o).

Twierdzenie 6.30 (Twierdzenie o zbieznosci tancuchow Markowa).

Niech (X1, Xo,...) bedzie nieredukowalnym i nieokresowym taricuchem Markowa o skoriczo-
nym zbiorze stanow S = {s1,..., sk}, macierzy przejs¢ P oraz rozktadzie poczatkowym w0,
Istnieje wtedy unikalny rozktad stacjonarny m, taki, ze niezaleznie od rozktadu poczgtkowego
1O zachodzi f(" — w, gdy (n — c0).



7. Wyklad 7: Rozklady stacjonarne. Coupling.

Wstep

W tym wyktadzie pokazemy istnienie rozktadu stacjonarnego dla dowolnego nierozkta-
dalnego i nieokresowego tanicucha Markowa oraz jego postaé¢. Korzystajac ze zbieznosci wy-
kazemy jedynos¢ owego rozkltadu (tzn. ze jest on wyznaczony jednoznacznie). Przedstawimy
rowniez metode Coupling-u, ktéra umozliwi wykazanie zbieznosci do rozktadu stacjonarnego
(stabilizowanie sie tanicucha).

Przypomnijmy, Ze przestrzen stanow S = {si,s2,...,s}, Ti; i 7;; beda takie jak w
poprzednim rozdziale. Udowodnimy teraz lemat 6.29.
Dowdd lematu 6.29. 7 Wniosku 6.24 wiemy, ze istnieje M takie, ze macierz przejs¢ PM
sktada sie z dodatnich wartosci, to znaczy istnieje takie M, ze poczawszy od momentu
M z dodatnim prawdopodobienistwem osiggniemy ze stanu s; stan s;. Oznaczmy przez
a = ngu]n {(P;,;)™} > 0. Woéwczas prawdopodobieristwo nie osiagniecia stanu s; w mniej niz

M krokach wynosi
P(Ti; >M| Xo=s5;) <P(Xm#sj| Xo=15) <1—a.

W dalszym ciagu pomocnym bedzie ponizsze szacowanie prawdopodobienistwa warunkowego,
ze stan s; nie zostanie osiggniety w mniej niz 2M krokach, gdy w mniej niz M krokach nie
wystapit ten stan:

]P)(Ti’j > 2M ’ Ti,j > M,Xo :Si) SP(XQM #Sj | T%J‘ >M,X0 :Si) =

I
M=

P(Xon # 55 | Tij > M, Xy =51, X0 =8;) =

NN
Il
S

I
™=

P(XQM#S]' ‘ EJ >M,XM:81) =

NN
Il
S

P(Xom # 85 | Xy =) P(Xy =8 | Tij > M) <

I
M-
Sl

n

<S(l-a)) P(Xy=s|Ti;>M)<
=1
]

<1l-a.
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Oszacujmy teraz prawdopodobieristwo, ze stan s; nie zostanie osiagniety w mniej niz 20
krokach:

IP(TZ'J‘ >2M|X0:Si);P(TZ‘,j>M’X0:SZ‘)P('I%J' >2M‘Ti7]‘ >M,X0:SZ') <
<(-a)l-a)=(1-a)

gdzie przejscie x ze wzoru tancuchowego.
Powtarzajac analogiczne rozumowanie dla prawdopodobieristw

P(EJ‘ > 3M ‘ T%,j > M, Xy = Si) , ]P)(Tm' > 4M ‘ Tm‘ > M, Xy = Si) itd.
otrzymujemy, ze dla dowolnego | € N
P(T;; > IM | Xo = s;) < (1 —a),
zatem prawdopodbieristwo, ze stan s; nie zostanie nigdy osiggniety wynosi
P(T;; = oo | Xo = s;) = (ﬂ{Tw >lM]X0—sJ}> = lim P(T;; > IM | Xo =s;) <

=1
< lim (1 —a)' =0.
[—o0

Na zakoriczenie obliczmy oczekiwang ilos¢ krokéw do osiggnigcia stanu s;

0 0o (I+1)M— co (IH1)M—1
Tig 2 Y P(Ti;>n) = Z Z P(Ti;>n)<> Y P(T,;>IM)=
n=1 =0 =IM =0 n=IM
oo
M
—MZIP’T”>ZM Zl—a :;:const.
1=0 1=0

Rownosé +x wynika z twierdzenia 11. z rozdziatu §5.6 z Wstep do teorii prawdopodobieristwa
J.Jakubowski, R.Sztencel. O

Dowdd istnienia rozktadu stacjonarnego w Twierdzeniu Frgodycznym 6.30. Dla uproszczenia
wprowadZzmy nastepujace oznaczenia:

Ustalmy dowolny stan [ € [k]. W dalszej czesci wszystkie zdarzenia sa rozpatrywane w
przestrzeni warunkowej z warunkiem Xy = s;. Dla kazdego i € [k] bedacego pewnym
stanem definiujemy zmienna losowg

D)= Iixu=ijn{zizn)-

n=1

Jesli i # | to powyzsza zmienna losowa liczy ile razy odwiedzony zostanie stan i po drodze
do I. Oznaczmy przez p; (1) =E(N; (1) | Xo =1)

46



Uwaga, oczywiscie N; (1) = 1, czyli réwniez p; (1) = 1. Zauwazmy, ze:

k
T,=>Y N;(),
i=1

gdyz wszystkie kroki jakie pokonamy idac z I do [ mozemy rozbi¢ ze wzgledu na liczbe
odwiedzin w kazdym ze stanéw. Zatem

k
E(@) =m=3pl),
=1

i na mocy lematu 6.29 p; < oo, czyli dla kazdego i € [k] mamy p; (1) < oco.
Kandydatem na rozklad dla kazdego [ jest

gdzie p(1) = (p1 (1), ..., pr (), czyli w (1) = (w1, 72y ..., M) = (pl(l),. . pk(l)). Pokazemy,
ze jest to rozklad stacjonarny.
Mamy N; (1) > 0, wiec p; (1) > 0, a stad 7; (I) > 0 oraz

i) 1
Somm =Y = =N =1

i—1 - H M3

Zatem m (1) jest rozktadem prawdopodobieristwa. Ponadto

o0

pi()=> P(Xn=iT>n|Xg=1) =

n=1

k
=pit+ Y Y P(Xy=iTi>nXe1=5|Xo=1)=
n>2 j#l

7j=1
=pi+t Y Y PXna=4T2n)P(X,=i|T>n Xy 1=j)=
n>2 j£1

=pit Y D> PXp1=3T2n-1)P(X,=i|Xp1=j)=
n>2 j#l

k 00
=p(pi+ > pji Y P(Xp1=5T >n)=

J#l n=2
j=1
k

=p ()pi+Y_pjip; (1) =
—1
A

k
= ijipj OF
j=1
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stad

1
pU) =P ()P
w(l)=m()P

Co dowodzi, ze 7 (1) jest rozktadem stacjonarnym.
c.d.n. 0

7.1. Postaé rozkladu stacjonarnego

Wréémy do pozostalych tez Twierdzenia Ergodycznego 6.30. Bedziemy starali sie poka-
zaé, ze zachodzi nastepujacy ciag implikacji:
i (1 (1 1 1 1
zbieznosé = jedynosé = L() = L() =—=m= <, ceey > — rozklad stacjonarny.
17 12 i 2 Mk
Na potrzeby dalszej czesci tego rozdziatu zatézmy prawdziwosé nastepujacego twierdze-
nia méwiacego, ze rozklad brzegowy zbiega do rozktadu stacjonarnego.

Twierdzenie 7.1.
Jesli w jest rozktadem stacjonarnym, to dla kazdego u(o) mamy

(™ W o lim drv <,u(0),,u(”)> =0 (7.1)
n—oo

Korzystajac z Twierdzenia 7.1 mozna udowodni¢ kawatek twierdzenia 6.30, mianowicie
jedynos¢ rozkladu stacjonarnego.

Dowdd jednoznaczno$ci wyznaczenia rozktadu stacjonarnego w Twierdzeniu Ergodycznym 6.30.
Przypusémy, ze istnieja dwa rozklady stacjonarne w i 7/, Niech 4 = /. Wtedy p(™ = 7/
dla kazdego n € N, poniewaz jest on rozktadem stacjonarnym. Ze Twierdzenia 7.1
©) 71>/7l' < lim dpy (7!”,71‘) =0,

n

—00

7

a zatem dpy (n/,m1) =0=m ==’
c.d.n. 0

W celu udowodnienia tej zbieznosci rozkladéow (Twierdzenia 7.1) i ostatecznie Twierdze-
nia Ergodycznego 6.30 wprowadZmy pojecie couplingu.

Definicja 7.2. Zal6zmy, ze dane sa dwie zmienne losowe X, Y na przestrzeniach probabi-
listycznych odpowiednio 1, Q. Konstruujemy ,kopie” (coupling) X', Y’ zmiennych X iV
na tej samej przestrzeni €2 tak, aby ich rozktady brzegowe byly takie same jak rozktady X
iY oraz byly one ze soba powiazane.

W przypadku couplingu przestrzenie produktowe sa praktycznie bezuzyteczne.

Przyktad 7.3 (Stochastyczna dominacja). X dominuje Y, gdy dla kazdej wartosci dys-
trybuant x spelniona jest nieréwnosé¢ Fy (z) < Fy (x), czyli P(X <z) < P(Y <x), co
implikuje, ze X > Y dla dowolnej przestrzeni 2. W dalszej czesci bedziemy wykorzystywac
oznaczenie X >4 Y.
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Twierdzenie 7.4.
Jesli X >4 Y to istnieje (U, F, P) oraz X' i Y' na (Q, F, P) takie, ze Fxr = Fx, Fy: = Fy
oraz P (X' >Y’")=1.

Dowdd. Niech Q = (0,1), F = Bg ({0,1)) oraz P = A1 ({0,1)). Dla dowolnej dystrybuanty
F' zdefiniujemy zmienna losowsa Zr na €} w nastepujacy sposob:
Zp (w)=inf{z: w < F (2)}
Zauwazmy, ze w < F' (2) & Zp (w) < z. Stad:
Fzp (2) =P(Zr <2) =P((0,F (2))) = M ((0, F (2))) = F ()

Niech X' = Zp,, Y' = Zp,. Wowczas X' > Y’ prawie wszedzie, czyli P(X' > Y') =1, co
koniczy dowod. O

Wiemy, ze Bin (n, %) — Po (M), gdy n — oo (zbieznosé szeregéow liczbowych dla k

€{0,...,n}). Jak dobre jest to przyblizenie?

Twierdzenie 7.5 (Cam, 1960).
Jesli Xy, ..., X, sq niezaleznymi zmiennymi losowymi (iid) o rozktadzie Bernoulliego, gdzie

E (X;) = pi oraz
n
S=> X,
r=1

to "
drv (S, P) <Y p?

r=1
gdzie
P~ Po ()\:Z;m).
r=1

W szczegolnosci jezeli p, = %, to dry (S,Y) < %2



8. Wyklad 8: Zbiezno$¢ poissonowska. Tw.
ergodyczne. Lancuchy odwracalne.

8.1. Wstep

W pierwszej czesci dokoriczymy zagadnienia z poprzedniego wyktadu ukazujac zasto-
sowania couplingu na kilku przyktadach. Nastepnie przedstawione bedzie twierdzenie er-
godyczne. W drugiej czesci wprowadzimy odwracalne taricuchy Markowa i podamy kilka
prostych przyktadow.

8.2. Dokonczenie poprzedniego wyktadu

Do udowodnienia Twierdzenia 7.5 potrzebowaé¢ bedziemy nastepujacego lematu:

Lemat 8.1:
Dla kazdego x €< 0,1 >, zachodzi nieréwnosé e™* > 1 — x.

Dowdd. Niech p(x) = e™® —1+42x. Kazde dziecko widzi, ze jest to funkcja rozniczkowalna na
przedziale < 0,1 >. Otrzymujemy ¢(2') = —e™® +1 <0, gdyz Vye<0,1> € % > 1. Jest to
zatem funkcja malejaca na przedziale < 0,1 >. Czyli ¢(z) przyjmuje najmniejsza wartosé
w dziedzinie w punkcie 1.

>o(1)=et>0.
z€<0,1> gp($)_¢() € 20

Czylie—14+2x2>0 O

Dowéd Twierdzenia 7.5. Budujemy coupling niezaleznych zmiennych losowych (X,,Y;) na
przestrzeni {0,1} x {0,1,2,...}

1—p, r=y=0
ePr—14p. z=1y=0
P(X,=2aY = Zpr
(s =v) e r=1y>1
0 W p.p.

Zauwazmy, ze X, ma rozktad Ber(p,) oraz Y, ma rozktad Po(p,). Postarajmy sie ukazaé
idee wprowadzenia takiego couplingu tym, ktérzy nie sa wstanie dojrzeé jej juz za pierwszym
razem. Rozpatrzymy nastepujaca réwnosé

P(Xr 7’& Y;) = DPr _pre_pr-
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W oparciu o Lemat 8.1 otrzymujemy

P(X, #Y,) =p, —pre P =p.(1 —eP) < pp, = p2.

Zauwazmy, ze

IP(S=k) —P(P=k)|=[P(S=k,P#k) ~P(S#kP=F)|<
<P(S=kP#k) +P(S#KDP=Ek)

gdzie ostatnia nieréwnos¢ wynika z faktu, ze prawdopodobieristwo jest nieujemne.
Wréémy na gtowny tor. Z definicji 6.26 mamy, ze

drv(S,P) <2,P(S # P)=P(S # P)

Stad otrzymujemy, ze

n

P(S#P)<PE, X, #Y,) <> P(X, #Y,) < Zn:p?
r=1

r=1

Czas powrocié do poteznego Twierdzenia Ergodycznego (Twierdzenia 6.30.

Dokoricenie dowodu Twierdzenia 6.30, dowod Twierdzenia 7.1. UdowodniliSémy juz jedynosé

w. Pozostaje wykazaé zbieznosé pu(™ ™ r. Niech S = 1,2, ..., k bedzie zbiorem stanéw. Z
definicji 6.26 (po usunieciu nic nie znaczacej w tym konteksécie 1) musimy pokazac, ze

2
k
ST —mif -0
=1

Niech X = (X,,) bedzie naszym lancuchem Markowa. Zapuscimy drugi taricuch Y = (Y;,)
majacy ta samg macierz przejéé, ale inne warunki poczatkowe: X ma na poczatku rozktad
u(o), natomiast ¥ ma .

Aby nie zagmatwaé sie w labiryncie trikéw przedstawmy gtéwng idee tego dowodu. Jesli
X, =Y, dla pewnego m, to dla kazdego n > m X,, i Y,, maja ten sam rozklad.

Wprowadzmy zmienng losowa T' = min{m : X,, = Y;,,}. Wowczas dla kazdego i € S
oraz dla kazdego n € N mamy:

pM =P (X, =i) =P (X, =i|T <n)+P (X, =ilT >n)

Zauwazmy, ze w wyrazeniu P (X,, = i|T < n) mozemy wymieni¢ X,, na Y, gdyz w tej
przestrzeni warunkowej sa takie same. Wéwczas

P =P (Y, =T < n)P(T <n)+P (X, =i|T >n)P(T >n) <
<P (Y, =1i)+P(T >n)
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stad
ugn) <m +P(T >n)

co implikuje
" —mi| <P(T > n)

n—oo

Pozostalo jedynie pokazaé, ze P (T > n) — 0.
mmm BRAKUJE DOKONCZENIA DOWODU ! O

Uwaga 8.2. Gdy u(®© = (0,...,0,1,0,...,0) (jedynka jest na i-tym miejscu), wowczas

MEO) — m; Innymi stowy, nie jest istotne skad zaczynamy, ale dokad zmierzamy. Po pewnej

ilosci krokow stan poczatkowy ,rozptywa sie” i od pewnego momentu nie wazne jest juz skad
zaczynaliSmy.

8.3. Odwracalne Lainicuchy Markowa

W tej czesci wyktadu wprowadzone zostang odwracalne tanicuchy Markowa, ich wtasno-
$ci, zastosowania oraz przyklady.

Definicja 8.3. Rozklad 7 nazywamy odwracalnym, gdy

v TiPii = TiDji
ijes Y JEI

gdzie ; jest i-ta wspolrzedna wektora prawdopodobienistwa rozktadu m, a p;; prawdopodo-
biefistwem przejécia ze stanu s; do stanu s;.

Definicja 8.4. Laricuch Markowa nazywamy odwracalnym gdy jego rozktad jest odwracalny.

Lemat 8.5:
Rozktad odwracalny 7 jest rozktadem stacjonarnym.
Dowad.
k k k
mp=m-1=m; iji = Zﬂjpﬁ = Zmpij-
i=1 i=1 i=1
O

Lemat 8.6:

Niech X, Y beda zmiennymi losowymi takimi, ze dla kazdegon € {0,1,...,N} Y, = Xn_p
oraz niech p(9) = 7 bedzie rozktadem odwracalnym. Wtedy

. NS . .
P (Yo =jlYn =1) = #pji (=pij = P(Xny1 = jI X0 = 1))
1
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Dowadd. Pokazemy, ze Y jest taricuchem Markowa.

pw P(Y; =1i;,0<j<n+1) Xy_n=Ya
- P(Y;=i,0<j<n) a

P(Yn+1 :’L'n+1’Y :in,...,}/o :1,0)

. P (XN—n—l = Z'nfl, . ,XN = Zo) wi, 8.3
P(XNepn =in,..., XN =1ip)
Ty 1 Pin+lin -+ - " Pigio
TinPin,in_1 " -+ - " Piiyio
T Pin+1dn  TigPiningr
Tip Tin

XN—n—_IZYn+1

P (NN—n—l = Z‘n—ﬁ-l“XN—n = ln)
=P (Yn+1 = Z‘n-l—l‘Yn = Zn)
,pw” oznacza prawdopodobienistwo warunkowe, a ,wl” wzoér taricuchowy. O

Przyktad 8.7 (Spacer po grafie). Niech G = (V, E) bedzie grafem prostym. Prawdopodo-
bienistwo przejscia z wierzchotka ¢ do wierzchotka j wynosi

p,:{ z ey {i,j}ekE
“ 0 gdy {i,j} ¢ E

gdzie d; oznacz stopieni wierzchotka i. Oznaczmy przez e = |E|. Wowczas tak zdefinio-
wany tanicuch jest odwracalnym taricuchem Markowa, gdyz rozktad = = (%, e g—g) jest

rozktadem stacjonarnym i odwracalnym:

d; 1 1

Tibij = 2ed7- - 2e
_d; 11

TP = 50 4 T 2

Przyklad 8.8 (Proces narodzin i $mierci). Niech S = [k] = {1,2,3,...,k},

o >0 gdy i —jl =1
iz o0 gdy i —j| > 2

tj. prawdopodobienistwo przejscia ze stanu ¢ do stanu j wynosi zero gdy stany te spelniaja
nieré6wnosé |i — j| > 2, za§ w przeciwnym przypadku prawdopodobienstwo to jest dodatnie.
Dla j = ¢ prawdopodobienistwo P;; jest dowolne.

Otrzymujemy macierz przej$é postaci

7 >0
>0 7 >0

>0
>0 7
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Dla k£ = 4 macierz przejs¢ moze by¢ nastepujaca:

P=1"% 01 0o o9
0 0 1 0
co daje graf przejsc:
1 0.9 0.9
[ Je O—/———O0——0
0.1 0.1 1

Niech teraz 7] bedzie dowolne a pozostate zdefiniujmy jako

Pi—1,
T =T
Pii—1

Rozktad m dany wzorem
i

=
2. 7
j=1

jest rozkladem stacjonarnym. Latwo sprawdzié, ze w naszym konkretnym przyktadzie roz-
ktad ten przyjmie nastepujaca postac:

(110 % s
T 182’ 1827 182" 182
Przyklad 8.9. Przedstawimy teraz przyktad tancucha z rozkltadem stacjonarnym i nieod-

wracalnym.
Niech dany bedzie tancuch Markowa

3
4
[ ) ( }
1
sfle * 1]
4 4 1 4 4
4
(] ([ ]
3
4

Rozktad (%, %, i, %) jest stacjonarny. Nie jest on odwracalny, poniewaz spacerujac po
tym laricuchu mamy ,tendencje” do ,przemieszczania sie¢” zgodnie z kierunkiem wskazowek
zegara. Nie ma symetrycznosci.



9. Wyklad 9: Markov Chain Monte Carlo

Wstep

W tej czesci wykladu zajmiemy sie zastosowaniami tancuchéw Markowa w informatyce.
Naszym celem bedzie przedstawienie na kilku przyktadach tzw. metody MCMC (ang. Mar-
kov Chain Monte Carlo), czyli metody Monte Carlo z wykorzystaniem tancuchow Markowa.

Ogolnie metoda MCMC jest zaliczana do klasy metod symulacyjnych, gdyz stosowana
jest do matematycznego modelowania procesoéw zbyt ztozonych, aby mozna byto przewidzieé¢
ich wyniki za pomoca prostego modelu zastepczego, ktéry mozna zaimplementowaé na kom-
puterze, a nastepnie przeprowadzi¢ symulacje tegoz modelu. Istotng role w metodzie MC
odgrywa losowanie wielkoéci charakteryzujacych proces, przy czym losowanie dokonywane
jest zgodnie ze znanym nam rozktadem.

Metody MC powstaly w odpowiedzi na postawione problemy przy projektowaniu eks-
perymentow fizycznych (w fizyce statystycznej czy chemii fizycznej), stad sa one bardzo
rozpowszechnione w tych naukach.

Warto wspomnieé, ze tworcami metody Monte Carlo byta grupa wybitnych matematy-
kéw — Nicholas Metropolis, John von Neumann oraz Stanistaw Ulam, pracujacych w osrodku
badani jadrowych w Los Alamos w latach 40-tych XX wieku.

9.1. Idea MCMC

Niech € bedzie skonczona przestrzenia probabilistyczna o rozbudowanej strukturze ze
skomplikowanym rozktadem 7. Metoda MCMC polega na konstrukcji nieredukowalnego
nieokresowego tanicucha Markowa o danej przestrzeni standéw S = €2, macierzy przejs¢ P o
nieskomplikowanej budowie oraz rozktadzie stacjonarnym m. Celem bedzie skorzystanie z
Twierdzenia Ergodycznego 6.30, ktore gwarantuje, ze obrany rozktad poczatkowy dla takiego
tanicucha po wystarczajaco dlugim czasie dazy do rozktadu stacjonarnego.

9.2. Przyklady

Przyktad 9.1 (The hard-core model).

Niech dany bedzie graf G = (V, E), gdzie |V| = k jest jego liczba wierzchotkow oraz
|E| = [ liczba krawedzi. Wierzcholki grafu sa ponumerowane w sposob losowy wartosciami
0 oraz 1. Oczywiscie kazde takie przyporzadkowanie wartosci 0,1 jest funkcja, tutaj zwana
konfiguracjq, jedna z {O,I}V mozliwych. Konfiguracjq dopuszczalng nazywamy taka, w
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ktorej zadne dwie ,,1” nie sa potaczone krawedzia (w teorii graféow powiemy, ze zbior jedynek
w tej konfiguracji jest tzw. zbiorem niezaleznym).

Niech Zg bedzie liczba dopuszczalnych konfiguracji w grafie G.
Dla dowolnej konfiguracji £ € {0,1}" bierzemy miare probabilistyczng

- jezeli ¢ jest dopuszczalna

={ Zc
Ha (€) { 0  w przeciwnym przypadku

Oznacza to, ze losowanie dowolnej konfiguracji sprowadza si¢ do wybrania kazdej z dopusz-
czalnych z rownym prawdopodobienstwem.

Naturalnym pytaniem, ktére si¢ tu pojawia jest: Jaka jest srednia liczba ,,1”7 w losowej
konfiguracji wybranej zgodnie z rozktadem ug (§)?

Niech n (§) bedzie liczba ,1” w £ (w teorii grafoéw jest to rozmiar zbioru niezaleznego),
a X losowa konfiguracja wybrana zgodnie z ug (§). Wowcezas srednia wielkosé konfiguracji
dopuszczalnej w G (§redni rozmiar zbioru niezaleznego) jest rowna

E (n(X)) = Z n (f) e (f) = ZL Z n (g) : I{E jest dopuszczalna}

ce{0.1)V “ ectonyv

Zauwazmy, ze powyzsza suma zawiera bardzo duzo skladnikéw, co znacznie zniecheca
do jej obliczenia. A gdyby do postawionego problemu uzy¢ symulacji? Pojawia sie jednak
problem: Ile wykonaé symulacji, aby otrzymaé satysfakcjonujgcy wynik nieodbiegajgcy zbyt
od powyzszego, oraz w jaki sposéb wygenerowaé losowe & bedgce dopuszczalnym?

Pomyst polega na konstrukeji nieredukowalnego i nieokresowego tancucha Markowa X =
(X0, X1,...), na przestrzeni stanéw S = {¢ € {0,1}V: ¢ dopuszczalna}, majacego macierz

przejsé pe oo =P (Xn+1 =¢|X, = 5) oraz rozktad stacjonarny uc.

Laricuch Markowa spelniajacy powyzsze wymagania tworzymy na podstawie nastepuja-
cego algorytmu:

Algorytm 9.2.
1. Wylosujv € V' (z réwnym prawdopodobieristwem,)
2. W := wynik rzutu symetryczng monetq
3. Jesli W = ,Orzet” oraz Vypeng(v) © Xn (w) =0, to Xp11 (v) = 1;
W przeciwnym przypadku X,4+1 (v) =0
4 vw;rﬁv D Xt (w) =Xy (w)

Powstaly w ten sposob tancuch Markowa jest nieredukowalny i nieokresowy (zadanie
domowe 9.1.). Pozostaje jeszcze pokazac, ze ug jest jego rozkladem stacjonarnym, co spro-
wadza sie do sprawdzenia jego odwracalnosci. Wiemy, ze pug bedzie odwracalny, gdy dla
kazdych dopuszczalnych € i & pg (€) "Peg = pa (&) *pgr - Niech d = d(£,€) bedzie
odlegtoscia Hamminga, czyli liczba wierzchotkéw rozniacych sie wartosciami w € i €. Moze
ona przyjmowacé nastepujace wartosci:

— d=0, gdy € = ¢ (konfiguracje sg identyczne).
— d > 2, gdy Del ¢ = 0 (nie mozna w jednym kroku przejs$¢ z jednej konfiguracji do drugiej)
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— d = 1, gdy istnieje dokladnie jeden wierzchotek v dla ktorego & (v) = 1 oraz & (v) = 0
(lub na odwrot) (konfiguracje roznia sie na doktadnie jednej pozycji).

Otrzymujemy zatem: ug (§) - pe ¢ = ii = uc(§) - pe ¢» CO 0znACZA, Z€ fiG jest zadanym

rozktadem stacjonarnym.

Podany powyzej algorytm jest szczegbélnym przypadkiem algorytmu zwanego probko-
waniem (probierzem) Gibbsa (ang. Gibbs sampler, Glauber dynamics) (9.3), ktory jest
uzywany do symulacji rozktadu prawdopodobieristwa 7 na przestrzeni stanow DV, gdzie D
jest zbiorem mozliwych wartosci kazdego wierzchotka pochodzacego ze zbioru V.

Algorytm 9.3 (Probierz Gibbsa).
1. Wylosuj v € V' (z réwnym prawdopodobienstwem,)
2. Wylosuj X, 41 (v) zgodnie z warunkowym rozktadem 7 wzgledem wszystkich wartosci
Xp (w) dlaw #v
3. Vwste: Xny1(w) =X, (w)

Przyktad 9.4 (Losowe g-kolorowanie).

Niech dany bedzie graf G = (V, E) oraz pewien zbior ¢ > 2 koloréw. Przez pokoloro-
wanie grafu bedziemy rozumieé¢ jedno konkretne przypisanie kolorow wierzchotkom (jedno
zZ [q]V mozliwych). Kolorowaniem grafu nazwiemy takie jego pokolorowanie, w ktorym dwa
sasiadujace ze soba wierzchotki nie maja przypisanego tego samego koloru. Nas interesowaé
beda q-kolorowania grafu, czyli takie kolorowania, ktore uzywaja nie wiecej niz g kolorow.

Losowym g-kolorowaniem jest g-kolorowanie wybrane z jednakowym prawdopodobien-
stwem ze zbioru wszystkich kolorowarni, czyli zgodnie z rozkladem jednostajnym pg, na
przestrzeni wszystkich wtasciwych g-kolorowan grafu.

Algorytm 9.5 (Probierz Gibbsa dla losowego g-kolorowania).
1. Wylosujv € V' (z réwnym prawdopodobieristwem,)
2. Wylosuj Xpny1 (v) zgodnie z warunkowym rozktadem pg 4 wzgledem wszystkich wartosci
{ X0 (w) : w # v}
3. Vst Xng1(w) = Xp (w)

Powstaly w ten sposob taicuch Markowa jest nieredukowalny i nieokresowy z rozkta-
dem stacjonarnym pg 4, przy czym nie jest latwym zadaniem pokazanie nieredukowalnosci
(zadanie domowe 8.2).

Inna wersjg Algorytmu 9.3 dla losowego ¢-kolorowania jest tzw. wersja Metropolis:

Algorytm 9.6 (Wersja Metropolis dla losowego g-kolorowania).
1. Wylosuj v € V oraz ¢ € [g]| (oba z réwnym prawdopodobieristwem,)
2. Jezeli¥ yeng(v): Xn(w) # ¢ (wierzcholek v mozna przekolorowac na kolor c), to X1 (v) =
¢;
w przeciwnym przypadku X,4+1 (v) = X, (v)
3. Vw7gv: Xn+1 (w) = Xn (w)
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9.3. Przyblizone przeliczanie

Nawiazujac do Przyktadu 9.4 sprobujemy wejéé w zagadnienie przeliczania interesujacych
nas obiektéw za pomocsg losowych algorytmoéw, ktore sg szybkie i dajg dobre przyblizenie z
bardzo duzym prawdopodobienistwem.

Niech dany bedzie graf G = (V, E) oraz ¢ > 2 koloréw — jak w Przyktadzie 9.4. Natu-
ralnym pytaniem, jakie sie pojawia jest: Ile jest rdznych q-kolorowan danego grafu G ¢

Rozwiazanie naiwne sprowadza sie do wygenerowania wszystkich g-kolorowan dla danego
grafu G i ich zliczenia. Jest to jednak podejscie niepraktyczne, zwtaszcza w przypadku
,duzych” grafow, ze wzgledu na bardzo duza, wykltadnicza liczbe kolorowari. Celem jest
zatem znalezienie losowego algorytmu zdefiniowanego nastepujaco.

Definicja 9.7. Algorytm losowy nazywamy RPTAS (z ang. Randomized Polynomial Time
Approximation Scheme) jesli spetnia nastepujace wtasnosci:

(a) wielomianowy czas dzialania wzgledem k (rozmiaru grafu)

(b) dla kazdego e > 0 zwracany wynik z spelnia nierownosé

(1—5)'ZG761§Z§(1+5)‘ZG¢1

(c) prawdopodobieristwo sukcesu (czyli spelnienia poprzednich podpunktéw) wynosi co
najmniej %

Definicja 9.8. Algorytmy, do ktérych w podpunkcie (a) Definicji 9.7 wprowadzimy zaloze-
nie, iz czas dzialania algorytmu powinien byé wielomianowy wzgledem %, nazywamy FPRAS
(z ang. Fully Polynomial Randomized Approximation Scheme).

Przyktad 9.9 (Naiwne podejscie do problemu g-kolorowania).

Niech dany bedzie graf G = (V, E), |V| = k oraz Zg 4 oznacza liczbe g-kolorowan w G.
Przypusémy, ze kazdemu wierzchotkowi zostal przypisany kolor ze zbioru [¢] z jednakowym
prawdopodobienistwem. Wowczas kazda konfiguracja & € [q]v powstaje z prawdopodobien-
stwem qik. Zatem prawdopodobienistwo, ze podczas tej procedury powstanie g-kolorowanie

. ) Z
jest rowne Z54.
q

Rozwazmy powtérzenie n razy powyzszej procedury. W takim przypadku otrzymamy
schemat Bernoulliego n préb z prawdopodobienstwem sukcesu p = q(f;q. Niech Y,, bedzie

liczbg wlasciwych g-kolorowan otrzymanych w n prébach. Wéwczas Y, ma rozktad dwumia-
G.q

nowy z E(Y,) =n- qu’ , co implikuje, ze E (%Yn> = Zqq, czyli %Yn jest nieobcigzonym

estymatorem dla Zg 4. Zauwazmy, ze na podstawie nieréwnosci Czebyszewa! mamy

"

gdzie Var (Y,) = anCf;q (1 — %) jest wariancja zmiennej losowej Y,,, dla ktorej zastoso-

. z
wano oszacowanie 1 — % <1.

k

2k . 1% Y. k
%Yn —ZaGyq g ar (Yn) < q

2272 = 2
ne ZG7q ne*Za.q

>e- ZG,q> <

'P(IX —E(X)| >¢) < Vo0
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Aby byty spetnione podpunkty (b) i (c) Definicji 9.7, (aproksymacja z bledem e za-
k
%EQ%GQ ’
na podstawie zadania domowego 8.3, jest co najmniej wyktadnicza funkcja k (o podstawie

(g —1)/q). Takze nasz algorytm nie spetnia podpunktu (a) Definicji 9.7.

Zatem okazuje sie, ze zastosowanie zaproponowanej naiwnej metody nie jest dobrym
rozwigzaniem problemu i trzeba zastosowaé¢ bardziej wyrafinowany sposob, ktory zostanie
przedstawiony na kolejnym wyktadzie.

chodzita z prawdopodobieristwem co najmniej 2/3), trzeba zalozyé¢, ze n > co,



10. Wyktlad 10 i 11: Aproksymacja liczby kolorowan
grafu

Wstep

Podczas poprzedniego wyktadu zajmowalismy sie metodami Monte Carlo, ktére w sposob
istotny korzystaty z taricuchow Markowa. Przygladalismy sie miedzy innymi zagadnieniom
przeliczania réznych obiektéw za pomoca losowych algorytméw — szybkich i dajacych do-
bre przyblizenie z bardzo duzym prawdopodobienstwem. Najwazniejszym pytaniem jakie
sobie postawiliémy byto pytanie o liczbe réznych ¢-kolorowan danego grafu G. Rozpatry-
wany przez nas naiwny algorytm okazal sie narzedziem, ktore niestety nie dziata dosta-
tecznie szybko z zadowalajgca doktadnoscia. Podczas tego wyktadu udowodnimy twierdze-
nie o istnieniu algorytmu klasy RPTAS (a nawet FPRAS) zliczajacego wszystkie mozliwe
g-kolorowania dowolnego grafu i skonstruujemy taki algorytm.

Twierdzenie 10.1.
Dla wszystkich A > 2 i g > 4A istnieje algorytm klasy RPTAS obliczajgcy Zg 4 dla wszyst-
kich G takich, ze A(G) < A.

10.1. Dowdd istnienia algorytmu RPTAS dla obliczania liczby
g-kolorowan grafu

Na poczatku zdefiniujmy jak taki algorytm miatby wyglada¢, a potem udowodnimy jego
zgodnos¢ z Definicja RPTAS (9.7), a takze, jak sie okaze, rowniez zgodnosé¢ z definicja
FPRAS (9.8).

Algorytm 10.2.
Dane wejsciowe: € > 0, A > 2, g > 4A, q, graf G taki, ze A(G) <A, |V =k |E| =1
Dane wyjsciowe: Y* € R: P(|Y* — Zg 4| > eZgq) > %

1. Ponumeruj krawedzie grafu G: E = (eq,ea,...,e;). Niech ej = {xj,y;}.

2. Skonstruuj rosngcy cigg grafow Gy, ..., Gy takich, ze dla 0 < j <I:

— Go=(V,0)
— G = (V. {e1,...,¢})
— G =G
3. Dla kazdego 7 =1,2,...,1 wykonay:
4. Y; =0
. Dla kazdego i = 1,2, ..., m wykonaj:
0. Zapusé Probierz Gibbsa dla losowego q-kolorowania (Algorytm 9.4) na grafie Gj—q

zaczynajgce z ustalonego stanu Xg 1 zatrzymaj po n krokach
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74 Jesli Xn(x;) # Xn(y;) to Y, :=Y; + 1
l
8. Y =¢"T1Y;

j=1
Zeby udowodni¢ nasze twierdzenie nalezy pokaza¢, ze powyzszy algorytm jest typu
RPTAS, czyli, ze dla kazdego € > 0 mozemy znalezé takie wartosci n i m, ze spelnione
sa nastepujace warunki zgodne z Definicjg 9.7:
(a) Czas dzialania wzgledem rozmiaru grafu jest wielomianowy — wartos¢ O(Imn) jest
asymptotycznie wielomianowa.
(b) Zwracany wynik spelnia nieréwnosé |Y* — Zg 4| < eZq 4.
(c¢) prawdopodobienistwo sukcesu (czyli spelienia poprzednich podpunktéw) wynosi co naj-
mniej %
Zajmijmy sie podpunktem (b), czyli sprawdzeniem wystepujacej tam nieréwnosci. Prze-
ksztalémy ja do bardziej przyjaznej postaci:

*

1—-e<

<l+4e¢
Gyq

Aby to pokaza¢ wprowadzmy pewne wygodne oznaczenia. Niech Z, = Zq. , bedzie liczba
J 3.9
g-kolorowan grafu G;. Wowczas Zy = ¢, a szukana przez nas liczba bedzie Z;, ktora
mozemy wyrazi¢ w nastepujacy sposob:
Zy L1 Za 2

7= — =227
Y22 207

Wprowadzmy teraz nastepujacy lemat:

Lemat 10.3:
Niech 0 < ¢ < 1 bedzie dowolne i niech aq,...,a;,b1,...,b beda liczbami rzeczywistymi
wiekszymi od zera takimi, ze:
_E gL E
20 7 b 2l

Wowczas:
f[ ai _
‘L p,;
Dowdd tego lematu jest trescig zadania domowego 8.4.

Z Lematu 10.3 wynika, ze aby wykazaé¢ interesujaca nas nieréwnos¢ wystarczy udowodnié¢
dla kazdego 7 = 1,2,...,[ nier6wnos¢:

Wprowadzmy kolejny lemat pomocniczy:
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Lemat 10.4:
Niech A > 2 i niech ¢ > A + 2. Wtedy dla dowolnego grafu G takiego, ze A(G) < A (gdzie
A(G) oznacza najwiekszy stopien wierzchotka w grafie) i dowolnego g-kolorowania X mamy:

DN |

pGp (X(z) # X(y)) >

gdzie z i1 y sa dowolnymi, réznymi wierzchotkami badanego grafu, a pg, jest rozkladem
jednostajnym na g-kolorowaniach.

Dowdd. Jesli x i y sa polaczone krawedzia to nie ma czego dowodzié, poniewaz zawsze beda
one roznych kolorow (z prawdopodobieristwem 1 > %) Rozwazmy wiec przypadek gdy x i
y nie sg polaczone. Zgodnie ze wzorem na prawdopodobienstwo catkowite mamy:

P(X(x) # X(y) = Y P(X(2) # X(y)x(2)) P (x())

x(z)eK

gdzie K jest zbiorem wszystkich mozliwych g-kolorowan grafu G bez wierzchotka z, a x(x)
jedno z takich kolorowan grafu bez wierzchotka x. Oznaczmy przez c liczbe koloréw jaka
moze przybraé x tak aby dla wszystkich sasiadow y tego wierzchotka X (z) # X (y) przy
ustalonych kolorach wszystkich wierzchotkéw poza x. Oczywiscie ¢ > ¢ — A. Mozemy wiec
napisac:

> B(X(@) £ XK@ PR@) = T 3 Pl 2 2 TS

C
x(z)EK x(z)eK

gdzie rownos¢ x wynika z tego, ze Y. P (x(z)) jest cala przestrzenia zdarzen, wiec sumuje
x(z)eK

sie do jedynki. Wystarczy teraz przypomnieé sobie, ze ¢ > A+2 z czego i sktadajac wszystkie

poprzednie nieréwnosci mamy, ze:

g—A—1_1
P(X(x)#X(y))ZﬁZ§

O

Graf, ktory rozpatrujemy spelnia oczywiscie zatozenia Lemat 10.4. Latwo widaé, ze
nieréwnosé, ktorg probujemy udowodnié, dzieki Lematowi 10.4 jest implikowana przez na-
stepujaca:

3 ZJ’

9
— <Y — < =
a4 =7 Ziq A

Przyjrzyjmy sie zatem blizej wyrazeniu Zi - Mianownik rowny jest liczbie kolorowan grafu
Gj_1, a licznik jest liczbg kolorowan grafu Gj_1, w ktorych wierzcholki x; i y; maja ten sam
kolor. Przyjmijmy zatem, ze:

Z;

7= PG;_yq(kolor(x;) # kolor(y;))
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gdzie pg;_, 4 oznacza rozklad jednostajny na g-kolorowaniach. Zatem interesujaca nas nie-
réwnos¢ mozemy zapisa¢ nastepujaco:

nieréwnosé trojkata

Zflz|Y]—p(X(x])?éX(yj))| =

j—

Y —

< 1Y) = n (X () # X (yp)| + |0 (X (25) # X (y7) = p(X (27) # X ()] <

ST

Aby wiec wykaza¢ prawdziwosé punktu (b) Definicji 9.7 wystarczy pokazaé nastepujace
nieréwnosci:

1 (X (25) # X (7)) — p(X () # X(93))] <

X| o

¥~ u (X () # X)) < o

Rozbilismy wiec w ten sposob btad popetliany przez nasz algorytm na jego dwie ,sktadowe”.
Nieré6wnosé xx oznacza btad wynikty podczas estymacji Y; przez kolejne wyniki probkowania,
probierzem Gibbsa, natomiast nier6wno$é * oznacza btad, ktéry wynika bezposrednio z
probierzy Gibbsa (tego, jak ona przybliza). (Rozwiktujac nazwe MCMC, to wlasnie x jest
czescia Markov Chain (tancuchy Markowa), a ** jest czescia Monte Carlo.)

Wspomnijmy tez o tym, ze nieréwnosci, ktére probujemy tutaj udowodnié¢ nie musza
byé prawdziwe zawsze, a jedynie zachodzi¢ dla pewnych m i n z prawdopodobieristwem co
namniej % (méwi o tym punkt (c) naszego celu). To, co tak naprawde trzeba dowiesé, to:

P (Ju) (X (25) # X(u) — p(X () £ X)) < 5) 2 3

€\ ¥+ 2
P(1v; = (X () # X)) < o) = 5
Naszym celem bedzie teraz znalezienie takiego m, dla ktoérego obie te nieréwnosci zacho-
dza. (Przypomnijmy, Ze m méwi nam, ile razy nalezy wykonaé probierz Gibbsa w Algorytmie
10.2, aby otrzyma¢ dobry wynik.)
Nier6wnosé *x udowodnimy przy pomocy nastepujacego lematu:

Lemat 10.5:
Jezeli zmienna losowa X ma rozktad Bin(n,p) i a > 0 jest dowolne to:

n
P(|X—np]2a)§@

Dowdd. Natychmiastowy wniosek z nieréwnosci Czebyszewa. Ul

Przeksztalémy nieréwnosé xx w taki sposob, aby rozpatrywaé¢ w nim prawdopodobieni-
stwo zdarzenia odwrotnego do danego. Woéwcezas mamy jego réwnowazng postac:

€\ #x 1

P (1v; — (X () # X)) > o) < 5

Przypomnijmy, ze nieréwnos¢ ta moéowi caly czas o prawdopodobieristwie, ze probierz Gibbsa
w Algorytmie 10.2 da nam wynik prawidlowy. Wykonujac ja m razy z prawdopodobienistwem
sukcesu p = pu™ (X (x;) # X (y;)), czyli jest to rozktad dwumianowy Bin(m,p). Mozemy
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zatem uzy¢ Lematu 10.5. Pomnoézmy nieréwnosé pod prawdopodobienistwem przez szukane
m i przeksztalémy lewa strone nieréwnosci korzystajac z Lematu 10.5:

" m_\ 105 64mi? 1612
P (ImY; —mu(X (2) # X ()| > T81) < g =

Zatem nieré6wnosé x* bedzie prawdziwa, o ile:

1612 1
me2 3l
48]3
m > —
62

[ pojawilo sie tu dlatego, ze musimy jeszcze uwzgledni¢ liczbe wykonywania m krotnego
zapuszczania probierzy Gibbsa.

Zauwazmy jeszcze, ze w naszym grafie zachodzi nieréwnosé [ < %, zatem za m, dla
ktorego nier6wnosé *x bedzie prawdziwa, wystarczy wzigé:

6A3E3
m = 52

Wiemy juz zatem ile razy musimy uruchamiaé¢ probierz Gibbsa w Algorytmie 10.2. Wy-
liczmy teraz jak dtugo kazda probierz Gibbsa musi dziataé¢, aby wynik zbiegt z duzym praw-
dopodobienistwem (> %) do wyniku przez nas oczekiwanego, czyli rozktadu stacjonarnego.
O tym wlagnie moéwi nier6wnosé .

Wprowadzmy oznaczenie:

T(e) == n)l(axmin{n cdpy (), 7) < €}
0
gdzie maksimum bierzemy po wszystkich stanach poczatkowych probierzy Gibbsa, a m ozna-
cza rozklad stacjonarny. Warto$é 7(e) mowi o minimalnej liczbie iteracji wymaganej do
osiagniecia doktadnosci €. Oznacza to, ze jesli wezmiemy

= (3)

to zapewnimy sobie odpowiednia zbieznosé naszej probierzy Gibbsa w Algorytmie 10.2.
Udowodnijmy zatem nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 10.6.
Dla dowolnego A dla kazdego grafu G takiego, ze A(G) < A i q > 4A+1 tancuch Markowa
probierzy Gibbsa dla g-kolorowania grafu G (9.4) spetnia nierdwnosé:

kq k
< —
T(é‘)_q_4 ln(€>

Dowdd. W dowodzie tego twierdzenia skorzystamy z nieréwnosci dry (X,Y) < P(X #Y)
i metody couplingu. Przypomnijmy, ze couplingiem dla taiicucha Markowa M nazywamy
taiicuch Markowa Z = (X,Y) zdefiniowany na S? taki, ze:
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(i) Xo = &, a Yy jest wylosowany zgodnie z rozktadem 7

(i) P(Xpy1 = 87, = (s,1)) =P (Myy1 = 8| M, = s)

(i) P (Y1 =t |2, = (s,t)) =P (Mp4q = t'|M,, = t)
Warunki (i7) i (i4¢) oznaczaja, ze kazda ze wspoltrzednych zmiennej Z ma taki sam rozktad jak
wyjsciowy tancuch Markowa M. W naszym wypadku coupling zdefiniujemy nastepujaco:
przejscie ze stanu (X,,Y,) dokonuje sie poprzez wylosowanie z rozktadem jednostajnym
wierzchotka v i koloru ¢ jednoczesnie dla obu tanicuchéw. Niech teraz D, = {v : X, (v) #
Y, (v)}, a A, = V\D,,. Chcemy by D,, = ), bo wtedy tancuch osiagnie stan stacjonarny i
juz w nim pozostanie. Mamy:

P(Xn # Yn) =P(|Dn| 2 1) < E(|Dy)
Wykorzystamy dalej rownosé E (X) = E(E (XY)). Oznaczmy przez dy, = |D,|. Mamy:
E (dpt1ldn =d) =

=P (dpi1 =d+1|dy = d) (d+ 1)+P (dpy1 = d|dp = d) d+P (dpyy = d — 1|dy = d) (d — 1) =
=d+P(dps1=d+1ldy, =d) (d+1) —P(dps1 =d — 1|dy, = d) (d — 1)

Stopienn v wynosi co najwyzej A, wiec pozostaje co najmniej ¢ — 2A innych koloréw na
sasiednich wierzchotkach w obu grafach. Stad:

d(q—2A
P (dpss = d—1]dy = d) (d— 1) > LI=28)
kq
S 2deg(v,4,) X 2deg (v, Dy)
P (doyy = d+1]dy = d) (d + 1) < 2P _ vedn < 2da
n+1 — n — > k‘q == kiq > k‘q

Na podstawie powyzszych:

q — 4A
E(dp+1ld, =d) <d|1—
(nialdy =) < d (1= 1502

Korzystajac z réwnosci dla wartosci oczekiwanej otrzymujemy:

B (dai1) = B(E (dunldn = ) <P () (1- 122

7 indukcji dla powyzszej zaleznosci dostajemy:

‘-
P (dy) < (1— T

n
) P (do)
A poniewaz P (dy) < k, zas wyrazenie w nawiasie mozna ograniczy¢ korzystajac z nieréwnosci
e " >1—uzdlax € [0,1] szacujemy ostatecznie:

_g—4A

P(dn)§k6 kqngg

Czyli dpy wynosi co najwyzej € po n = (quAln (g)] krokach co konczy dowod. O
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Zatem z Twierdzenia 10.6 wynika, ze za n w Algorytmie 10.2 trzeba wziaé¢ wartosé

o= [ ()] = [ (&)

Przypomnimy, ze w naszym grafie zachodzi nieréwnos¢ | < 57, zatem za n, dla ktérego
nier6wno$¢ * bedzie prawdziwa, wystarczy wziaé:

o= [ 2n(2)]

Pokazalismy zatem czes¢ (b) z prawdopodobieristwem okreslonym w (c) definicji RPTAS
(9.7). Zostata nam tylko czes¢ (a), czyli ztozonosé algorytmu. Policzmy ja. Wykonujemy [
razy m probkowan Gibbsa, a w kazdym probkowaniu taricuch Markowa wykonuje n przejsc.
Zatem czas wykonywania algorytmu wynosi [ - m - n. Podstawmy wiec obliczone przez nas
wartosci i policzmy ztozonoéé obliczeniowa:

EA 6A%K3 kg 2 k3 kS
l-m-n—=——. . n(=) = E-2 k) = M
M= g2 q—4An<A> O( g2 > O<52>
Dzieki temu ostatecznie udowodnilismy, ze Algorytm 10.2 jest klasy RPTAS. Co wiecej,

takie oszacowanie zlozonosci oznacza, ze tak jak zapowiedzieliémy nasz algorytm jest réwniez
klasy FPRAS, gdyz jest wielomianowy ze wzgledu na k i odwrotnosé e (z Definicji 9.8).

10.2. Poprawienie oszacowania z Twierdzenia 10.6

W twierdzeniu 10.6 mozna ostabié nieco zalozenia oraz oszacowanie. Méwi o tym naste-
pujace twierdzenie:

Twierdzenie 10.7.
Dla dowolnego A dla kazdego grafu G takiego, ze A(G) < A i q > 2A+1 tancuch Markowa
probierzy Gibbsa dla g-kolorowania grafu G (9.4) spetnia nierdwnosé:

kq k
< =~
7(e) < q—2A1n<€)

Dowdéd. Wprowadzmy oznaczenia dla D, d, i A,, takie same jak w dowodzie Twierdze-
nia 10.6. Dla wierzchotkéw v nalezacych do A, przez d'(v) oznaczmy liczbe wierzchotkow
przylegtych do v i nalezacych do D,,, odwrotnie dla w € D,, przez d'(w) rozumiemy liczbe
wierzchotkéw przyleglych nalezacych do A,,.

Rozwazmy nastepujacy coupling: jezeli wierzchotek v € D,, zostal wylosowany do przeko-
lorowania to stosujemy ten sam kolor dla dwoch tancuchéw (tzn. postepujemy jak poprzed-
nio). Kolor v nie zmieni si¢, jesli wybrany kolor bedzie r6zny od koloréw w obu taricuchach.
Mamy ¢ — 2A + d'(v) takich kolor6ow (ograniczamy tu bardziej!). Zatem:

oAt d
Pldpsi =d—1ldy=d) = 3 qk;d(”)

veED,
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Xn Xn-l—l Xﬂ Xn-l—l
Yn /n-{-l Yn YiH—l

O @O o

Rysunek 10.1. Po lewej stronie przedstawiony zostal oryginalny coupling, po prawej zas poprawiony.

W wersji oryginalnej couplingu szary wierzchotek ma ten sam kolor w obu taiicuchach, a jego sasiad

jest w innym kolorze (odpowiednio czarny i bialy). Przy probie przekolorowania szarego wierzchotka

na czarny bedzie to mozliwe w jednym tancuchu lecz niemozliwe w drugim, zwickszajac d,,. Po-

dobna sytuacja nastapi przy probie kolorowania na bialo, po raz kolejny zwigekszajac d,,. W wersji

poprawionej couplingu, jesli szary wierzchotek ma zostaé¢ przekolorowany na biato w X, to zostaje
przemalowany na czarno w Y,, i na odwrdt, tylko raz zwiekszajac d;.

Jezeli krawedz, ktora ma by¢ pokolorowana nalezy do A, modyfikujemy coupling. Za-
uwazmy, ze gdyby v miato kolor zielony, a sasiad w bytby czerwony w jednym tanicuchu, zas
niebieski w drugim tancuchu i ponadto zaden inny sasiad nie miatby tych koloréw, wowczas
probujac przekolorowaé v na ktoérys z nich spowodujemy, ze w jednym tancuchu kolor v
sie¢ zmieni, a drugim nie. Sa wiec dwie mozliwosci wyboru koloru, co zwieksza d,. W
tej szczegoblnej sytuacji probujemy zamalowywaé v kolorami pochodzacymi od przeciwnego
taiicucha. Wéwcezas w obu kolor sie zmieni albo w obu nie zmieni. W ten sposéb mniej
zwickszamy d,,. Ogolniej, niech S; bedzie zbiorem koloréow sasiadéw w pierwszym tancuchu,
a zarazem nie bedacymi tymi kolorami w drugim. Natomiast Sy oznacza zbior kolordéw
sasiadéw w drugim, ale nie w pierwszym taricuchu. Sparujmy kolory po jednym z kazdego
zbioru ¢y € S1 1 ca € S5 na ile to mozliwe i tak jak w przypadku dla pojedynczej pary wy-
mieniajmy kolory w obrebie tych par przy kazdym umozliwiajacym to losowaniu. W wyniku
tego catkowita liczba mozliwosci w kolorowaniu wzrosnie co najwyzej o max(Si(v), (S2(v))).
Mamy wiec:

P(duy1=d+1lda=d)= > d'(v)

UEATL kq
I stad postepujac jak w dowodzie Twierdzenia 10.6 otrzymujemy:

q— 2A
E(dpt1ld, =d) <d|1—
(nialdy =) <. (1- 1522

qg—2A

E(d,) < ke Fi "<¢g

Czyli dry wynosi co najwyzej € po n = {quAln(g)—‘ krokach co koniczy dowdd. O



11. Wyklad 12: Martyngaly: definicja, tw. o
zbieznosci

11.1. Wstep

Do tej pory zajmowalismy sie ciagami zmiennych losowych (X,,) o pewnej strukturze za-
leznosci. Ciag zmiennych losowych niezaleznych stanowit przypadek szczegélny. Badalismy
pewne wtasnosci tanicuchow Markowa, tj. takich ciagéw zmiennych losowych, dla ktorych
kolejny wyraz zalezal wytacznie od poprzedniego (tzw. wlasnosé zaniku pamieci). Niniejszy
wyktad ma na celu przestawienie nowej struktury zaleznosci dla ciagéw zmiennych losowych,
jaka okreslaja martyngaly.

Pierwsza czes¢ wykladu poswiecona jest przypomnieniu wiadomosci na temat warun-
kowej wartosci oczekiwanej. Zawiera ona definicje oraz kilka podstawowych twierdzenn. W
kolejnej czedci wprowadzone zostaje pojecie martyngatu. Przedstawiono tu réwniez kilka
przyktadéw. Ostatnia, trzecia cze$¢ wyktadu, dotyczy twierdzen o zbieznosci martyngatow.

11.2. Warunkowa wartos¢ oczekiwana

11.2.1. Przypadek jednowymiarowy

Wszelkie rozwazania dotyczace warunkowej wartosci oczekiwanej ograniczone zostang do
zmiennych losowych dyskretnych.

Definicja 11.1. Warunkowq warto$cig oczekiwang zmiennej losowej Y pod warunkiem X =
x nazywamy liczbe 1(x) okreslona nastepujaco:

Y(a)=EY|X =12)=>Y yP(Y =y|X =x)

Zauwazmy, ze (X)) jest pewna funkcja zmiennej losowej X. Zatem 1(X) jest rowniez
zmienna losowa. Oznaczamy ja przez ¥(X) = E (Y|X). Wartosé¢ oczekiwana tak okreslonej
zmiennej losowej jest rowna E (YY), o czym mowi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 11.2.
E(p(X)) =E(Y)
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Dowdad.
Zw JPx (x ZZQPY\X ylz)Px (z ZZnyywy
= ZQZPX,Y(JU Y) ZyIP)Y (Y).
y x

O
Powyzsze twierdzenie mozna uogdélnié:
Twierdzenie 11.3.
E (¢(X)g(X)) = E (¢(9(X)))
Dowdd. Dowod tego faktu przebiega analogicznie jak Twierdzenia 11.2. O

11.2.2. Przypadek wielowymiarowy
Zajmiemy sie teraz przypadkiem, gdy zmienna losowa X jest postaci X = (X1, Xo, ..., X,,).

Lemat 11.4:
Zachodza nastepujace wlasnosci:
(a) E(Yi +Y2X) = E (V1 |X) + E (Y2IX)
(b) E(Yg(X)) = g(X)E (V]X)
(c) Jesli h jest funkcja roznowartosciowa, to E (Y|h(X)) = E (Y |X)

Lemat 11.5 (Wtasnos¢ wiezowa):

E(E (Y[X1,X2) [X1) =E(Y[Xy).

Zdefiniujemy teraz warunkowa wartos$¢ oczekiwang zmiennej losowej Y wzgledem zda-
rzenia A.

Definicja 11.6. Niech (€, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, na ktorej okreslone sg
zmienne losowe X oraz Y. Warunkowq wartosciqg oczekiwang zmiennej losowej Y wzgledem
zdarzenia A € F nazywamy liczbe

E(Y|A) = ZyIF’ = yl4),

gdzie P(Y = y|A) =P (Y = y[{X(w) : w € A}).

Mamy

E(Y|I1) = E(Y|A) gdywed
YTVE(Y|AY)  gdy w ¢ A

Zatem E (Y|I4) jest zmienna losowa dwupunktowa.
Ponadto zachodzi zaleznos¢ E (Ig|A) = P (B|A)
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Lemat 11.7:
Niech A bedzie zdarzeniem oraz niech A = |J;._, B;, gdzie B; € F sa zdarzeniami parami
roztacznymi. Wowczas

E(Y[A)P(A) = ZE (Y[Bi) P (Bi).

W szczegolnosei, dla A = Q z lematu 11.7 wynika uogdlnienie wzoru na prawdopodo-
bienistwo caltkowite:

E(Y) =) E(Y|B)P(B).
=1

Podstawiajac w powyzszym wzorze Y = I otrzymujemy znany wzor:

P(C)=E(Ic) =Y E(Ic|B)P(B;) =Y P(C|B)P(B;).
1=1 =1

Dowdd lemat 11.7. Z podpunktu (b) Lematu 11.4 dostajemy wiemy, ze E (YI4) =E(Y|A)P(A).
Mamy zatem

E(YI4) =E <YZIBZ.> = ZE(YIBZ.) = ZE(Y|Bi)P(Bi) .

O

Definicja 11.8. Niech (2, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, G C F pod o-ciatem
o-ciata F. Niech ponadto Y : Q@ — R bedzie zmienng losowa taka, ze E (Y2) < oo.
G-mierzalna zmienng losowa Z nazywamy warunkowq wartoscig oczekiwang wzgledem G,
jezeli

E(Y - 2)Ig) =0
dla kazdego G € G. Oznaczamy ja Z = E(Y|G).

11.3. Martyngaly, definicja i przyktady

W tej czesci wyktadu wprowadzona zostanie definicja martyngatu oraz podanych bedzie
kilka przyktadéow.

Definicja 11.9. Ciag (S,,) zmiennych losowych (skoniczony lub nie) jest martyngatem wzgle-
dem ciagu (X,), jezeli

(a) E(|Sh|) < oo,

(b) E(Sp+1]1X1, Xa2,..., X)) = Sh.

Martyngal okresla zatem tzw. gre sprawiedliwa w takim sensie, ze Srednia wygrana w
chwili n + 1, gdy znany jest przebieg gry do chwili n, jest réwna S,,, czyli tacznej wygranej
w chwili n.

Czesto definiuje si¢ S, = X, lub okresla sie S, jako pewna funkcja X, tj. S, = ¢(X,)
(z definicji natomiast mamy S,, = ¢(X1, Xo, ..., X,)).

70



Przyktad 11.10. Niech Xi, Xo,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze
E (X;) = 0 oraz E (|X;|) < co. Zdefiniujmy

Spn=X1+Xo+ -+ X,.
Zachodzi zaleznosé

E (Sp+1]X1, Xo, ..., Xpn) =E(Sp| X1, Xo, ..., Xp) + E (Xpy1| X1, Xoy .., X)) =
=5, +E (Xn+1) = Sp
(Sy) jest zatem martyngalem wzgledem ciagu (X,,).
Przyktad 11.11. Do warunkéw z poprzedniego przyktadu dodajmy Var(X;) < oo. Niech
T, = S%. Mamy wtedy
E (Tn+1‘X1, Xo, ... ,Xn) =T, +2E (Xn+1)E (Sn’Xl,XQ, . ,Xn) + E (X?H_l) >T,.
(T},) nie jest zatem martyngatem wzgledem ciagu (X,,). Gdy speliony jest taki rodzaj
zaleznosci, moéowimy, ze (T),) jest supermartyngatem wzgledem ciagu (X,,).

Przyktad 11.12. Rozwazmy prosty spacer losowy (zobacz 1.1), dla ktorego P (X,, =1) =p
iP(X,=-1)=1-—p=gq. Niech

So =0 oraz S, = ZXi'
i=1

Sprawdzmy, czy (S, ) jest martyngatem wzgledem (X,,). Mamy |S,| < n. Stad E (|S,]) < co.
Ponadto
E(Sn-‘rl‘XlaXQ) s 7Xn) = S’I’L +p —dq.

Zatem (S,) nie jest martyngatem. Zdefiniujmy ciag (Y,,) nastepujaco:
Y,=8,—E(S,) =S, —n(p—q).
Wtedy E (|Y,|) < oo oraz
EYpt1|X1, Xo,o oo, Xn) =S +p—q—(n+1)(p—q) = Sp —n(p—q) =Yy,

czyli (Y,) jest martyngatem wzgledem ciagu (X,,).

Przyklad 11.13. Rozwazmy pewna gre. Niech Sy oznacza kapital poczatkowy, S,, kapital
po n grach. Gra jest sprawiedliwa w potocznym sensie gdy

E (Sp+1|S0, S, - -, Sn) = Sh,

czyli ciag (Sy,) jest martyngatem wzgledem samego siebie. Zalozmy, ze gracz stosuje strategie
podwajania stawki po kazdej przegranej i gra do czasu uzyskania pierwszego sukcesu. Z
prawdopodobienistwem réwnym 1 strategia ta przynosi sukces, tzn. gracz zyskuje doktadnie
1. Zastanowimy sie teraz jaki powinien by¢ kapital poczatkowy gracza, aby odnidst on sukces
z prawdopodobienistwem 1. Niech L bedzie zmienng losowa okreslajaca taczng przegrana do
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momentu pierwszej wygranej, N natomiast niech oznacza liczbe odbytych gier. N jest
zmienna losowa o rozkladzie geometrycznym z parametrem 1/2 (Wtedy E (n) = 2.) Mamy:

o) n—1
E(L)zE(E(L]N))zZ(i) -%(1+2+~-+2"*2)=oo.

n=2

Zatem, aby wygraé¢ z prawdopodobieristwem rownym jeden nalezy przyjsé z nieskonczenie
wielkim kapitatem poczatkowym. Strategia podwajania stawki okresla historycznie pierwszy
martyngal.

Przyktad 11.14. Okreslimy teraz dwa martyngaly na bazie procesu gatazkowego (zobacz
4.2), gdzie Zy = 1 oznacza pierwszego przodka oraz Z,, dlan > 1 sa liczebnosciami kolejnych
pokolen.

(a‘) Mamy E (Zn+1|Zn = zn) = Zn " M, gdZie H= E (ZO) : Stacd

E (Zn+1‘Z1, ZQ, ey Zn) =E (Zn+1’Zn) = ,U,Zn

Ponadto P (Z,,) = p". Zdefiniujmy

Woéwcezas
E(Wn+1‘Z17Z27--'7Zn): :Wn

i (W,) jest martyngalem wzgledem (Z,,).
(b) Niech n bedzie prawdopodobienistwem wyginiecia procesu gatazkowego. Wtedy ciag
(V,,) okreslony wzorem V,, = %" jest martyngatem wzgledem (Z,,).

11.4. Twierdzenia o zbiezno$ci martyngatow

Na poczatku tej czesci wyktadu przypomnimy definicje kilku typéw zbieznosci zmiennych
losowych.

Definicja 11.15. Moéwimy, ze X,, dazy do X z prawdopodobienistwem jeden, jezeli

P ({w : lim Xp(w) = X(w)}) — 1

n—oo
Stosujemy wtedy oznaczenie X, —> X.

Definicja 11.16. X,, zbiega do X wedlug r-tego momentu, gdy E (X,,)" < oo oraz

lim E (]X, — X|") =0.

n—oo
Stosujemy wtedy oznaczenie X, — X.

Fakt 11.17:
Jezelir > s, t0 X, — X = X,, =5 X.
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Lemat 11.18 (Kroneckera):
Jezeli (by,) jest ciagiem monotonicznie rosnacym do nieskoriczonosci oraz » - 5 < o0, to

n
lim 7Zi:1 i
n—oo bn

=0.

Twierdzenie 11.19 (O zbieznosci martyngatow).
Niech (Sy,) bedzie martyngatem oraz E (ST%) < 0. Istnieje wowczas zmienna losowa S taka,

ze S, 225 S oraz Sy 2,5
Whiosek 11.20 (Mocne prawo wielkich liczb). Niech X7, X, ..., X, beda zmiennymi lo-

sowymi niezaleznymi o takich samych rozktadach (iid). Niech S, = X1 + Xo + -+ + X,,.

Wtedy

S
Juer : ;ﬂ L5 s R (X)) < oo

Wowcezas = E (X7) .

Dowdd. Zatézmy bez straty ogdlnosci, ze p = 0. Zdefiniujmy zmienna losowa

n
X
=1

Wtedy
Xn+1

n+1

! !
n+l = Sn+

(S!) jest martyngatem wzgledem (X,). Z twierdzenia (11.19) wiemy, ze istnieje zmienna
losowa S taka, ze S], 22, S. Stad dostajemy, ze

oo

X.

P = =1

(5%

=1

. Z Lematu 11.18, podstawiajac: by, := n, a; := X; otrzymujemy zatem
n

Xz' Sn a.s.
» o St=n A,
7 n

=1

Udowodniliémy zatem implikacje w jedna strone. Pokazanie drugiej implikacji zostato po-
miniete. 0

Twierdzenie 11.21 (Nieréwnos¢ Dooba-Kolmogorowa).
Jezeli (Sy) jest martyngatem wzgledem (X,,), to

2
]P’(max |Si| > 5) < E(ESn)

1<i<n




Wyklad 12: Martyngaly: nieré6wnosé Hoeffdinga

12.1. Wstep

Na ostatnim wyktadzie przedstawiliSmy twierdzenie o zbieznosci martyngaléw oraz nie-
réwno$é Dooba-Kotmogorowa. Nierownosé ta jest wykorzystywana w dowodzie twierdzenia
o zbieznodci. Na poczatku zatem przedstawimy jej dowod, a nastepnie przejdziemy do do-
wodu twierdzenia o zbieznosci martyngatoéw. Na koncu przedstawimy klasyczna nieréwnosé
Hoeffdinga. Tym sposobem zakonczymy wyklad z Rachunku Prawdopodobienstwa 2 w
semestrze zimowym 2008/2009 na Wydziale Matematyki i Informatyki UAM w Poznaniu.

12.2. Dowody twierdzen z poprzedniego wyktadu

Dowdéd Twierdzenia 11.21. Wezmy ciag zdarzen (A,) taki, ze Ay = Q oraz
A = max {|S;| > ¢}
i=1,....,n

Zdefiniujmy zdarzenia (dla kazdego k)
By = A1 N{|Sk| < e}

Ponadto
k k

vk203AkUﬂBi:Q<:>IAk+ZIBi =1
i=1 i=1
Zbiory te sa skoriczonym pokryciem przestzeni €.
Oszacujmy z dotu wartos$¢ oczekiwana stojaca po prawej stronie dowodzonej nieréwnosci

ZE (S2Ip,) +E(S214,) Z]E (S21g,)

i=1
E (Silp,) = E((Sn — Si)*Ip,) + 2E (S, — S:)Silp,) +E (S} 15,)

Z zadania domowego 10.6 wiadomo, ze druga cze$¢ sumy jest réwna zero, a pierwsza jest
nieujemna. Natomiast ostatni wyraz mozemy oszacowaé z dotu

E(S2Ip,) = E (S2Ip,|B)) P(B;) + E (52 5 |B; ) (B;) —E (S215,|B,) P (B:) > &P (B;)

Zatem ostatecznie otrzymujemy

$2) 2 Yo (B) =8 (15> ¢}
i=1 ol

Co nalezalo dowiesé. O
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Teraz mozemy przej$é juz do dowodu wlasciwego twierdzenia o zbieznosci martyngalow.

Dowod Twierdzenia 11.19. 7 zadania domowego 10.7 wynika istnienie takiego ciggu. Wy-
starczy wiec pokaza¢ zbiezno$é. Pokazemy, ze ciag (Sp(w)) jest prawie na pewno (a.s.)
ciagiem Cauchy’ego, tzn. dla pewnego zdarzenia C' zachodzi P (C) = 1. Zdefiniujmy C
nastepujaco:

C={w: (W) —Sy(w) — 0;m,n— 0}

Zbiér C' mozemy zapisa¢ rownowaznie

C = {w 2 Veso I |Sm+l — Serj‘ < &34, > 1} =
={w : Ves0Tm 1 [Smpi — Sm| < e&,i>1}

1

Oznaczmy przez Y; = |Sp+i — Sm|. Okreslmy dopelienie zbiou C' w nastepujacy sposob:
ce=J(Am(k)
kE m

gdzie
A (k) = {3 Y > ;}

jest wstepujacym ciggiem zdarzen. Widacé, ze

k—o0 k—o00 m—00

P(C°) = lim P (ﬂAm(k)> < lim lim P (A, (k)

Oznaczmy przez

Din(k) = Lim P (An(k)).

m—00

Naszym celem jest pokazaé¢, ze dla kazdego k zachodzi D,,(k) = 0. Z zalozenia (S,,) jest
martyngatem. Ustalmy teraz m i rozpatrzmy ciag (Y,) (Yo = Smen — Sm). (Yn) jest
martyngalem wzgledem samego siebie, poniewaz

E(E (Yn+1]S1, oy Smtn) | Y1, ., V) =

E (E (Spmtnt1 — Sml|S1s ooy Smtn) Y1, oo, Yo) =
E( m+4n+1 — Sm ’Yl, oY ) =

E(Y,|Y1,....Yn) =Y,

E(Y,+1|Y1,....Yn) =

Teraz mozemy zastosowaé¢ Twierdzenie 11.21.

1
P (s (= 5}) <o

Mozemy teraz dokonaé nastepujacego oszacowania z gory

P(A;,(k)) = lim IP’< max |Y;| > ;) < k? lim E(Spim — Sm)? (12.1)
7 , n—00

n—00 i=1,...,n
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Dla kazdego m i n zmienne losowe Sy, i Smin — Sm sa nieskorelowane, tzn.
E (S (Sntm — Sm)) =0
oraz
E (Sn+m)2 =K (Sm)Q + E (Sntm — Sm)2 (12.2)
Wzor 12.2 moéwi o tym, ze ciag (E (S?n)) jest niemalejacy i ograniczony, a zatem jest on
zbiezny. Jest zatem réwniez ciggiem Cauchy’ego i jego podwodjna granica dazy do zera.
Wstawiajac wiec wzér 12.2 do wzoru 12.1 otrzymujemy

P (Am(k)) < k* lim [E (S;.0n) —E (Sm)]

n—oo

a wiec

lim P (A, (k) <k*-0=0

n—oo

Co nalezalo dowiesé. O

Przyktad 12.1. Kontynuujac przyktad 11.14, czes¢ (a) policzmy:

2\ _ a?(l—p™")
E(W;) =1+ 1) =0(1)

(Wy,) jest martyngalem wzgledem (Z,,), a jego drugi moment zwykty jest skonczony. Na
podstawie Twierdzenia 11.19 istnieje zmienna losowa W taka, ze W, =5 W, a ponadto dla
kazdego w > 0

a.s

P(Z, >wu") =P (W > w)

12.3. Nier6éwnosé Hoeffdinga

Definicja 12.2. Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Wowczas ciag o-algebr

(Gn)
GiCGGCc..Ccg, c..CF

nazywamy filtracjq.

Przyklad 12.3. Niech Y bedzie zmienna losowa Y : 2—R o skoriczonym drugim momencie
zwyklym, a (G,) filtracja. Dla tak okreslonej zmiennej losowej zdefiniujmy martyngat Dooba:

Y, =E(Y|Gn)
Pokazemy ze (Y},) jest martyngalem wzgledem samego siebie. Dla kazdego G € G,, zachodzi

0=E ((Y - Yn)IG) =K ((Y - Yn+1 + Yn—i—l - Yn)IG) =
definicja
=E((Y = Yay)Ia) + E((Yor — Yo)la) ="
=E((Yat1 — Ya)lg)
Zatem
Yn =E (Yn+1‘gn)
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Whiosek 12.4. Niech (F,,) bedzie filtracja, natomiast Y, bedzie F,-mierzalne. Wowczas
para (Y, F,) bedzie martyngatem, jesli dla kazdego n zachodza nastepujace warunki:

(a) E((Yn) < oo

(b) E (Yn—&-l‘fn) =Y,

Przedstawmy jeszcze krotki fakt:

Fakt 12.5:
Jezeli (Y,) jest martyngatem wzgledem (X,,), to (Y,) jest martyngatem wzgledem (F,, =
U(Xla ey Xn)

Definicja 12.6. Roznicqg martyngatow nazywamy funkcje D,, zmiennych losowych taka, ze
D,=Y,—-Y, 1, czyli

Y, =Yo+ Y D
i=1
Fakt 12.7:
D,, jest F,-mierzalne i ponadto
(a) E(|Dnl) < oo
(b) E(Dn+1|Fn) =0

Teraz mozemy przej$é do wlasciwego twierdzenia, ktéremu jest poswiecony ten rozdziat.

Twierdzenie 12.8 (Twierdzenie Hoeffdinga).

Niech (Y,,F,) bedzie martyngatem. Zatdzmy, ze istnieje cigg liczbowy Ki, Ko, ... nieko-
niecznie o skonczonych wartosciach, taki ze dla dowolnego n zachodzi P (|D,| < K,,) = 1.
Wowczas

2
P(Y,—Yy|>z) <2expq ————
(¥~ Y0l = ) < 2050 { ~ iz |

Dowdd. W dowodzie nalezy wykorzystaé nierownosé Markowa, biorac wyktadnicze zmienne
losowe i dokonujac odpowiedniej optymalizacji. Z powodu braku czas dowdd zostawiamy
jako zadanie domowe dla chetnych. O

Przyktad 12.9. Niech (X,,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie
Bernoulliego z parametrem p (iid). Wowcezas zmienna losowa S, bedaca suma tych zmien-
nych losowych ma rozktad dwumianowy z parametrami n i p

n
Sp = ZXi ~ Bin(n,p)
=1

Woweczas ciag (Yy) (Y, = Sn — E(S,) = S, — np) jest martyngalem, gdzie Sy = Yy = 0.
Ponadto D,, =Y, —Y,-1 =X, —p€{-p,1 —p} awiec |D,| <1=K,
Na podstawie Twierdzenia 12.8 mamy

1’2
P(|S, —np| > z) < 2 _
(18, = npl 2 2) < 200 { -5}
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Przyjmujac * = log(n) otrzymamy oszacowanie prawdopodobienstwa lewej strony z gory
przez liczbe 2. Jednak takie oszacowanie jest catkowicie nieuzyteczne. Natomiast podsta-
wienie = a,+/n daje duzo lepsze oszacowanie, o ile ciag (a,) ma niezerowa granice. Dzieki
temu mozemy otrzymaé nier6wnosé¢ Chernoffa:

2 2
P (1S, — np| > anv/m) < 2exp{—”;“"} _ zexp{_“;}
n



13. Appendix

A - Zadania domowe

Tutaj mozna by byto umiesci¢ zadania domowe.
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